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Vorwort. 

Das  ErscheiiuMi  dieses  schon  vor  geraumer  Zeit  augekündigten 
Buches  wurde  leider  durch  Krankheit  des  Verfassers  erheblich  ver- 
zögert. Dass  sich  innerhalb  dieser  Zeit  manche  Anschauungen  des- 
selben geändert  haben,  wird  man  begreiflich  linden;  indessen  wurde 
doch  das  in  der  Voranzeige  entworfene  Programm  mit  ganz  geringen 
Modifikationen  ausgeführt. 

Was  die  Gesammtanlage  des  Buches  anbelangt,  so  musste  nach 
meiner  Ansicht  in  einem  Specialwerke  über  Elementartheiler  den 
algebraischen  und  den  arithmetischen  Methoden  möglichst  gleichmUssig 
Rechnung  getragen  werden;  zeigen  sich  einerseits  die  letzteren  als 
weittragender  und  so  für  die  Weiterentwickelung  unserer  Theorie 
bedeutungsvoller,  so  sind  andererseits  die  ersteren  in  hohem  Maasse 
geeignet,  zu  einem  tiefen  Eindringen  in  das  innere  Wesen  der  hier 
obwaltenden  Verhältnisse  zu  führen,  und  daher  zugleich  auch  didaktisch 
von  grossem  Werthe. 

Ohne  auf  Einzelheiten  der  Darstellung  einzugehen,  bemerke  ich 
nur,  dass  wohl  kein  Zweifel  darüber  herrschen  konnte,  auf  welche 
Weise  bei  der  Entwickelung  der  sogenannten  We i er strass 'sehen 
Theorie  vorzugehen  war,  nachdem  Weier strass  selbst  gelegentlich  der 
Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  darauf  hingewiesen  hatte,  dass 
die  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  vorhandene  Lücke  am  Zweck- 
massigsten  durch  die  Untersuchungen  des  Herrn  Frobenius  in  den 
Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  von  189G  ausgefüllt  werde. 
Die  Schwierigkeit  der  Krön  eck  er 'sehen  Arbeiten  über  singulare 
Schaaren  ist  bekannt;  hier  war  Vieles  strenger  zu  begründen  und 
manche  Lücke  auszufüllen. 

Eine  Scheidung  des  Buches  in  einen  theoretischen  und  einen  die 
Anwendungen  umfassenden  Theil  äusserlich  herbeizuführen,  wurde 
nicht  versucht  und  wäre  der  ganzen  Anlage  desselben  nach  überhaupt 
auch  kaum  durchführbar  gewesen.  Dazu  kommt,  dass  je  nach  dem 
Staudpunkte,  den  man  einnimmt,  zuweilen  der  gleiche  Gegenstand 
einmal  als  Theorie,  einmal  als  Anwendung  aufgefasst  werden  kann. 

So  zahlreiche  Verwendung  die  in  diesem  Buche  gegebenen  Sätze 
über  Elementartheiler  ganzzahliger  Systeme  auch  in  der  Zahlentheorie 
finden,  so  war  es  doch  unmöglich,  hier  einen  Gegenstand  herauszugreifen, 
der  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganze  gebildet  und  zugleich  ein 
prägnantes  Beispiel  für  die  Bedeutung  derselben  für  diese  Disciplin 
geboten  hUite;  doch   darf  in  dieser  Hinsielit  wohl  ausser  auf  die  in  der 
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Einleitung  erwähnte  Literatur   auf  Herrn  Bachmann's  Zahlentlieorie 
(4.  Theil,  I.  Abtheiluug,  Leipzig  1808)  hingewiesen  werden. 

Aehnliche  Schwierigkeiten,  wie  die  eben  aufgeführten,  machten 
sich  im  Gebiete  der  linearen  Differentialgleichungen  bemerklich.  Indessen 
war  es  hier  möglich,  eine  kleinere,  von  Weierstrass  selbst  herrührende 
Anwendung  zu  geben,  die  für  viele  Arbeiten  über  Systeme  von  linearen 
Differentialgleichungen  vorbildlich  geworden  ist. 

Dagegen  standen  wohl  abgegrenzte  geometrische  Anwendungen 
in  grosser  Menge  zur  Verfügung.  Will  man  sich  aber  bei  diesen  nicht 
in  endlosem  Wiederholen  von  Einzelheiten  erschöpfen,  sondern  eine 
umfassende  und  wirklich  wissenschaftliche  Darstellung  bieten,  so  muss 
man,  dem  Vorgange  von  Herrn  Segre  folgend,  fast  durchweg  die 
Betrachtungen  im  n-dimensioualen  Räume  vornehmen.  Auch  bei  der 
im  Buche  durchgeführten  Klassifikation  der  CoUineationen  musste  sich 
der  Verfasser  zu  diesem  Vorgehen  entschliessen;  doch  glaubt  derselbe 
dadurch  dem  Anfänger  keine  besonderen  Schwierigkeiten  bereitet  zu 
haben.  Derselbe  wird  nach  einander  w=l,  2  und  3  setzen  und  so  zu  den 
gewohnten  Vorstellungen  kommen*,  ausserdem  kann  derselbe  an  die 
für  die  Fälle  n  =  1,  2  und  3  überall  angegebenen  Normalformen  direkt 
anknüpfen.  Wie  man  sieht,  nimmt  die  exakte  Ausführung  einer 
einzigen  geometrischen  Anwendung  schon  einen  bedeutenden  Raum  in 
Anspruch,  weshalb  ich  mich  auf  dieselbe  beschränken  musste.  Doch 
kommt  es  wohl  auch  nicht  auf  die  Zahl  solcher  Anwendungen  an, 
sondern  darauf,  an  einem  geeigneten  Beispiele  das  sonst  überall  ver- 
wandte Princip  klar  darzulegen.  — 

Von  Anfang  an  hatte  sich  mein  Unternehmen  des  besonderen 
Interesses  einer  Reihe  hervorragender  Kenner  der  Elementartheiler  zu 
erfreuen;  namentlich  waren  es  die  Herren  Professoren  Frobenius, 
Gundelfinger  und  Hensel,  die,  mit  dem  Gegenstande  innigst  ver- 
traut und  die  Schwierigkeit  seiner  Bearbeitung  wohl  erkennend,  stets 
bereit  waren,  mir  ihre  Unterstützung  zu  Theil  werden  zu  lassen.  Ihnen 
auch  an  dieser  Stelle  meinen  herzlichsten  Dank  zu  sagen,  ist  mir  eine 
angenehme  Pflicht.  Herrn  Professor  F.  Meyer,  der  die  Zusendung 
der  Correcturbogen  gütigst  gestattete,  verdanke  ich  eine  Reihe  werth- 
voUer  Literaturnachweise. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  die  Verlagsbuchhandlung 
meinen  Wünschen  betreffs  der  Ausstattung  des  Buches  stets  auf's 
Bereitwilligste  entgegenkam. 

Osthofen  (Rheinhessen),  29.  Mai  1899. 

P.  Muth. 
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►Sowohl  in  der  Analysis,  als  auch  vornehmlich  in  der  analytischen 
Geometrie  tritt  uns  häufig  das  algebraische  Problem  entgegen,  zuei 
(jiuulfdtisclic  Formen  (f  und  i'  von  je  n  Variahelcn  durch  eine  lineare 
Substitution  gleichzeitig  in  eine  einfache  oder  kanoniscJie*  (Normal-)  Form 
überzuführen.  Man  denke  z.  B.  nur  an  das  analytisch-geometrische 
Problem  des  Falles  n  =  3  oder  n  =  4,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
zwei  Kegelschnitte  derselben  Ebene  oder  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
auf  ihre  gegenseitige  Lage  zu  untersuchen.  Bekanntlich  ist  bei  der 
Lcisung  des  Problems  das  Verhalten  der  Determinante  der  durch  (f 
und  \l<  bestimmten  Schaar  ).^(^  -\-  X„\l<  quadratischer  Formen  von  aus- 
schlaggebender Bedeutung.  Im  allgemeinen  Falle,  wo  diese  Deter- 
minante nicht  identisch  verschwindet  und  in  n  (nicht  nur  um  eine 
Konstante)  verschiedene  Linearfaktoren  zerlegt  werden  kann**,  bietet 
dasselbe  keine  nennenswerthen  Schwierigkeiten,  und  seine  Lösung  ist 
schon  lange  bekannt;  man  kann  alsdann  beide  Formen  gleichzeitig  als 
Aggregate  von  Quadraten  n  unabhängiger  linearer  Formen  darstellen.*** 
Ganz  anders  aber  liegt  die  Sache,  wenn  die  Determinante  der  Schaar, 
—  die  wir  zunächst  stets  als  nicht  identisch  verschwindend  voraussetzen—, 
nicht  in  lauter  verschiedene  lineare  FaMoren  zerfällt.  Alsdann  haben 
wir  eine^Reihe  verschiedener  Fälle  zu  unterscheiden,  und  zwar  kommt 
es  darauf  an,  ob  und  wie  oft  ein  mehrfacher  Theiler  jener  Determinante 
gleichzeitig  in  allen  Subdeterminanten  (n  —  1)*®",  (n  —  2)*''°  u.  s.  w.  Grades 

*  Vergl.  über  den  Begritt'  „kanonische  Form"  die  treffenden  Bemerkungen 
Kronecker's:  Ueber  Schaaren  von  quadr.  Formen,  Berl.  Monatsb.  1874,  S.  72 
(Ges.  W.  Bd.  I,  S.  367). 

•*  Dass  dieses  wirklich  der  allgemeine  Fall  ist,  bedarf  des  Nachweises. 
Vergl.  Weierstrasa,  Ueber  ein  die  homogenen  Funktionen  betr.  Theorem,  Berl. 
Monatsb.  1858,  S.  208  (Ges.  W.  Bd.  I,  S.  233). 

***  Hier  sind  wohl  Cauchy,  Sur  l'equation,  ä  l'aide  de  laquelle  on  determ. 
les  inegal,  seculaires  des  mouvem.  des  planstes,  Exercis.  de  math.  (29)  IV,  S.  llOtf. 
und  Jakobi,  De  binia  quibusl.  function.  homog.  sec  ordin.  etc.,  Cr  eile's  Joum. 
(34)  Bd.  12,  S.  Iff.,  in  erster  Linie  zu  nennen.  (Die  eingeklammerten  Zahlen  be- 
deuten hier  und  im  Flgdn.  die  beiden  letzten  Zittern  des  Erscheinungsjahres  des 
betr.  Bandes.') 
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derselben  auftritt.  In  den  einfachsten  Fällen  n  -^  2,  m  =  3  sind  die 
sich  hier  bietenden  Möglichkeiten  vielfach  untersucht*,  und  auch  für 
den  Fall  w  -=  4,  der  sich  schon  complicirter  gestaltet,  hat  z.  B. 
Sylvester**  dreizehn  verschiedene  Fülle  aufgczülilt.  Die  Untersuch- 
ungen desselben  erwiesen  sich  aber  nicht  als  ausreichend,  wenn  die 
Formen  <p  und  il'  von  beliebig  vielen  Variabelen  abhängig  sind,  und 
vor  Allem  fehlte  es  noch  an  der  Beantivortung  der  Frage,  ob  die  Auf- 
zählung der  verschiedenen  hei  gegebenem  7i  möglichen  Fälle  eine  voll- 
ständige sei. 

'Da  gelang  es  K.  Weierstrass,  nachdem  er  schon  1858  in  einem 
speciellen  Falle  der  Lösung  des  allgemeinen  Problems  nahe  gekommen 
war***,  1868  in  seiner  berühmten,  für  die  Theorie  der  ElcmentaHheilcr 
grundlegenden  Arbeit:  „Ueber  Schaaren  bilinearer  und  quadratischer 
Formen "t  nicht  nur  für  zwei  quadratische,  sondern  auch  für  zwei 
bilineare  Formen  (p,  i/-  beliebig  vieler  Variabelen  das  Problem  der  gleich- 
zeitigen Transformation  zweier  Formen  auf  eine  kanonische  Form  bei 
beliebigem  Verhalten  der  Determinante  der  durch  die  beiden  Formen  be- 
stimmten Schaar  zu  lösen  und  eine  Methode  anzugeben,  die  bei  ge- 
gebenem n  sich  darbietenden  Fälle  erschöpfend  aufzuzählen. 

Weierstrass  erreicht  dieses  dadurch,  dass  er  die  Determinante 
\Ji^(p  -\-  X^rl;\  der  Schaar  X^cp  +  X^ip  in  besonderer,  durch  das  Auftreten 
der  einzelnen  Linearfaktoren  von  \X^(p  -{-  X^i<\  in  den  Subdeterminanten 
(ji  —  i)ten^  (-^j  _  2)ten  .  .  .  Grades  dieser  Determinante  bedingten  Weise 
in  Faktoren  zerlegt  (1);  er  nennt  jeden  solchen  Faktor  einen  Elementar- 
theiler  der  Determinante  der  Schaar  und  zeigt  zunächst,  dass  diese 
Elementartheiler  (im  Allgemeinen  irrationale)  Invarianten  der  Schaar 
sind.  Dabei  muss  indessen  hervorgehoben  werden,  dass  die  Elementar- 
theiler begrifflich  schon  in  der  oben  citirten  Arbeit  Sylvester's  bei 
den  Fällen  n  =  3, 4  auftraten,  und  dass  Sylvester  auch  die  In- 
variantennatur derselben  erkannt  hatte,  tt 

Weierstrass  führt  nun  die  Formenschaar  durch  lineare  Sub- 
stitution  in   eine  solche  reducirte    Formenschaar  über,    deren  Bau    im 


*  Man  vergl.  irgend  ein  grösseres  Lehrbuch  der  analyt.  Geom. 
**  Sylvester,  Enum.  of  the  cont.  of  lines  and  surf,  of  the  sec.  ord.  u.s.w., 
Phil.  Magaz.  (51),  4.  Serie  vol.  1,  S.  119.     Rechnet  man  den  Fall  mit,  wo  qp  und  t/; 
nur  um  eine  Konstante  verschieden  sind,    so   hat  man  14  Fälle  zu  unterscheiden. 
Vergl.  66  (die  stark  gedruckten  Zahlen  bedeuten  die  Artikelnummem  dieses  Buches). 
***  Weierstrass,  1.  c.  S.  207ft.  (S.  233ff'.) 
t  Weierstrass,  Berl.  Monatsb.  1868,  S.  310 ff.  (Ges.W.Bd.  U,  S.  19  ö.) 
TT  Vergl.  F.  Meyer,  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Invarianten- 
theorie, Jahresb.  der  deutsch.  Math.-Verein.  von  1890  —  91  (92)  Bd.  I,  S.  87.  (Siehe 
auch  Noether,  J.  J.  Sylvester,  Math.  Ann.  (98)  Bd.  50,  S.  133ft'.) 
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Wesentlichen  von  den  Elemeutartlieilern  der  Determinante    Aj  9 -f  A^  ^ 
abhängt.    Daher  kann  man,  wenn  die  Elementartheih-r  von  j  Aj  fp -f  ^-o ^^ 
bekannt  sind,    diese    reducirte   Schaar  von   verhältnissmässig  einfacher 
Gestalt  sofort  angeben,  d.  h.  man  kann  eine  kanonische  Form  des  Paares 
q,  (/;  sofort  hinschreiben. 

Weiter  aber:  Stimmen  für  zwei  Schaaren  die  Elementartheiler 
ihrer  Determinanten  überein,  so  sind  sie  zur  selben  redueirten  Schaar 
ü(|uivalent,  mithin  auch  unter  sich.  Die  Uebereinstimmung  der 
Elementartheiler  ihrer  Determinanten  ist  daher  nicht  blos  die  7ioth- 
tcendige^  sondern  auch  die  hinreichende  Bedingung  für  die  Aequivalenz 
zweier  Formenschaareu.  Auf  diese  Weise  hat  Weierstrass  sein  be- 
kanntes T}i€oi-cm  über  die  Aequivalenz  ztveicr  Formenschaaren  bewiesen 
(s.  §  6  und  §  9  dieses  Buches). 

Endlich  aber  zeigte  Weierstrass,  anknüpfend  an  seine  reducirte 
Schaar,  dass  man  Formenschaaren  bilden  kann,  deren  Determinanten 
vorffeschrichene  Flcmetitartheiler  besitzen.  Dadurch  gerade  sind  wir  in 
Stand  gesetzt,  die  kanonischen  Formen  der  von  einer  gegebenen  An- 
zahl von  Variabelen  abhängigen  Formenpaare  systematisch  und  voll- 
ständig anzugeben  (§  7  und  §  9),  und  so  erwächst  aus  der  Weier- 
strass'schen  Theorie  ein  klassifdcatorisches  Frincip  ersten  Ranges,  das 
besonders  in  der  Geometrie  die  ausgiebigste  Verwerthung  gestattet. 

Es  ist  daher  nicht  zu  verwundern,  wenn  die  Mathematiker  sich 
desselben  sofort  bemächtigten,  und  zwar  war  es  wohl  zuerst  F.  Klein, 
der  dasselbe  (1868)  in  seiner  Inauguraldissertation  zur  Klassifikation  der 
Liniencomplexe  2*®°  Grades  verwandte.*  Dieser  geometrischen  An- 
uendung  der  Weierstrass'schen  Theorie  folgten  zahlreiche  andere,  wie 
man  aus  der  S.  223  zusammengestellten  Literatur  ersehen  kann. 

Eine  schöne  Anwendung  seiner  Theorie  im  Gebiete  der  linearen 
Differentialgl-eichungen  gab  Weierstrass  selbst**  (§  16),  an  welche 
Arbeit  sich  eine  Reihe  anderer,  von  Hörn,  Sauvage  u.  s.  w.,  an- 
schliesst.***  Besonders  wichtige  Verwendung  finden  die  Elementar- 
theiler im  zuletzt  betrachteten  Gebiete  auch  in  der  Theorie  der 
Fundamentalgleichung,  ein  Gegenstand,  den  Heffter  in  seinem  Buche 
über  lineare  Differentialgleichungen  eingehend  behandelt  hat.t 

•  F.  Klein,  Ueber  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung 
2ten  Grades  zwischen  Liniencoord.  auf  eine  kanonische  Form,  Inaug.-Diss.,  Berlin 
1868  [abgedr.  in  Math.  Ann.  (84)  Bd.  23]. 

••  Weierstrass,  Ges.  Werke  Bd.  II,  S.  75  ft'. 
***  Vergl.  die  S.  198  citirte  Literatur, 
t  L.  Heffter,    Einleit.  in    die    Theorie    der    lin.   Differentialgl.    mit    einer 
unabh.  Variab.,  Leipzig  1894,  Kap.  IX  ff.    Daselbst  findet  man  auch  die  auf  diesen 
Gegenstand  bez.  Literatur.     Siehe  auch  S.  198  d.  B. 
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Bemerkenswerth  ist  schliesslich,  dass  die  Weierstrass'schen 
Elementartheiler  durch  Maurer  eine  interessante  Verwendung  in  der 
Gruppaithcorie  gefunden  haben  * 

Neben  diese  Bestrebungen,  die  Weierstrass'sche  Theorie  nach 
den  verschiedensten  Richtungen  hin  zu  verwerthen,  stellen  sich  die- 
jenigen, welche  eine  durchaus  strenge  Begründung  der  Theorie  seihst 
zum  Ziele  haben.  Die  Weierstrass'schen  Entwickelungen  zeigten 
nämlich  eine  Lücke,  deren  Ausfüllung  nicht  gerade  ganz  einfach  war, 
sodass  sich  um  diesen  Punkt  eine  ziemlich  reiche  Literatur  gruppirt. 
Jene  Entwickelungen  werden  nämlich  erst  dann  correct,  wenn  der 
Nachweis  erbracht  werden  kann,  dass  jede  reguläre  Subdeterminante 
eines  Systems  ganzer  Grössen  (3)  mindestens  eine  reguläre  Deter- 
minante als  Subdeterminante  enthält.  Dann  erst  kann  eine  gewisse 
von  Weierstrass  vorgenommene,  die  Jakobi'sche  Transformation 
der  Schaar  vorbereitende  Umformung  der  zu  reducirenden  Schaar  stets 
mit  Sicherheit  ausgeführt  werden.  Da  dieser  Beweis  zunächst  nicht 
erbringlich  war,  so  schlug  Stickelberger**  (1874)  ein  indirektes 
Verfahren  ein,  um  darzuthun,  dass  jede  Schaar  wirklich  in  die 
Weierstrass'sche  reducirte  Schaar  transformirt  werden  kann.  Indem 
femer  Darboux***  (1874)  und  Gundelfingert  (1876),  welch' letzterem 
das  Verdienst  gebührt,  die  Weierstrass'sche  Theorie  zuerst  weiteren 
Kreisen  zugänglich  gemacht  zu  haben,  jene  vorläufige  Umformung  der 
Schaar  und  die  Jakobi'sche  Transformation  gleichsam  verschmolzen, 
gelangten  sie  zwar  zu  einer  neuen,  theilweise  kürzeren  Darstellung 
unserer  Theorie,  die,  wie  Stickelbergertt  (1879)  in  einer  schönen 
Arbeit  nachwies,  so  gegeben  werden  kann,  dass  sie  an  Strenge  nichts 
zu  wünschen  übrig  lässt,  aber  auch  diese  Methode  blieb  eine  indirekte, 
indem  zuerst  an  der  reducirten  Schaar  die  Bedeutung  der  Elementar- 
theiler für  die  Reducirte  nachgewiesen  werden  konnte,  während 
Weierstrass  die  Elementartheiler  von  vornherein  in  die  Rechnung 
einführt. 


♦Maurer,    Münchener   Berichte   v.  1888,    S.   103  ff.;    derselbe,    Crelle's 
Joum.  (90)  Bd.  107,  S.  89  ff. 

**  Stickelberger,  De  probl.  quod.  ad  duar.  form,  bilin.  vel  quad.  transforra. 
pertineute,  Diss.  inaug.,  Berol.  1874. 

***  Darboux,  M^m.  sur  la  thöor.  algeb.  des  fonnes  quadr.  Liouville's  Joum. 
Jahrg.  1874,  Serie  II,  Bd.  XES,  S.  347  ff. 

t  Gundelfinger  in   Hesse,  Vorles.  über   analyt.  Geometrie   des   Raumes, 
3.  Aufl.,  Leipzig  1876,  Suppl,  IV, 

tt  Stickelberger,    üeber   Schaaren    von    bil.   u,   quad.   Formen,    Crelle's 
Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  20  ff. 
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Krouecker  suchte  die  bewusste  Lücke  dailurrli  auszufüllen,  dass 
er  die  Schaar  einer  allgemeinen  linearen  Transtonnation  mit  un- 
bestimmten KoefHcienten  unterwarf*,  ohne  jedoch  dartbun  zu  können, 
dass  dieses  Verfahren  auch  bei  Schaaren  quadratischer  Formen  zu- 
lässig ist. 

Da  machte  Frobenius*'*=  (ISSO)  darauf  aufmerksam,  dass  die  be- 
regte Schwierigkeit  in  der  Weierstrass  sehen  Arbeit  direkt  gehoben 
werden  könnte;  Smith***  hatte  nämlich  den  hierzu  nöthigen  Hilfs- 
satz über  reguläre  Determinanten  für  ganzzahlige  Systeme  bereits  180 1 
bewiesen,  und  nun  gab  Frobenius  a.  a.  0.  einen  neuen  Beweis  des- 
selben, der  mit  einigen  Modifikationen  auch  dann  giltig  bleibt,  wenn 
man  Systeme  betrachtet,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  eines 
Parameters  sind.  Gerade  darum  handelt  es  sich  aber  für  uns.  Der 
Beweis  des  Hilfssatzes  beruht  auf  arithmetischen  Methoden  und  konnte 
später  (1894),  nachdem  die  Kronecker'sche  Reduktiont  eines  Systems 
ganzzahliger  Elemente  bekannt  geworden  war,  noch  von  Hen seilt 
bedeutend  vereinfacht  werden.  Aber  auch  algebraisch  ist  derselbe 
beweisbar,  wie  Frobeniusttt  (1894)  gezeigt  hat,  und  zwar  interessanter 
Weise  mittelst  einer  Determinantenidentität,  die  gerade  Kronecker* 
schon  1870  gefunden  hatte  (^5). 

Gestützt  auf  den  Satz  über  reguläre  Determinanten  kann  man 
nun  die  gewünschte  vorläufige  Umformung  einer  Schaar  im  Falle 
beliebiger  bilinearer  Formen  durch  eine  hlosse  Vedauschung  der 
Variabclcn,  im  Falle  der  Symmetrie  aber,  wie  Frobenius^  ge- 
zeigt hat,  mittelst  einer  Reihe  höchst  einfacher  congruenter  Trans- 
formationen erreichen.  Dadurch  ist  eine,  allen  Anfordcruyigen  an  Strenge 
Genüge  leistende  direkte  Begründung  der  Weierstrass'^cÄe»  TJicorie  nicht 


*  Kronecker,  Berl.  Monatsb.  1874,  S.  215  (Ges.  W.  Bd.  I,  S.  391  —  392). 
Vergl.  auch  Frobenius,  Ueber  die  Elementartheiler  der  Determinanten,  Sitzb. 
d.  Berl.  Akad.  1894,  S.  32. 

**  Frobenius,  Theorie  der  lin.  Form,  mit  ganz.  Koett'.,  Crelle's  Journ.  (80) 
Bd.  88,  S.  116. 

•**  Smith,  On  syst,  of  lin.  indet.  equations  and  congr. ,  Phil.  Transact.  von 
1861  (62),  S.  318;  On  the  arithm.  invar.  etc.,  Proc.  of  the  L.  math.  soc.  1873, 
vol.  IV,  S.  237. 

t  Kronecker,  Reduktion  der  Systeme  mit  n^  ganzzahligen  Elementen, 
Crelle's  Journ.  (91)  Bd.  107,  S.  135—136. 

ff  Hansel,  Ueber  reguläre  Determin.  u.  s.  w.,  Crelle's  Journ.  (94)  Bd.  114, 
S.  25  ff. 

fff  Frobenius,  Ueber  die  Elementartheiler  der  Det.,  Sitzb.  der  Berliner  Akad. 
1894,  S.  33  ir. 

a  Kronecker,  Crelle's  Journ.  (70)  Bd.  72,  S.  153. 
b  Frobenius,  1.  c.  §  2. 
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nur  hei  Schaarcn  hilinearer,  sondern  auch  hei  Schaaren  quadratischer 
Formen  möglich  (§  0  und  §  9). 

Wir  haben  seither  immer  den  Fall  singulärer  Formenschaaren 
ausgeschlossen;  für  solche  Schaaren  kann  man  aber  die  analogen 
Fragen,  wie  vorhin  bei  ordinären  Schaaren,  aufwerfen.  Mit  ihrer  Be- 
antwortung hat  sich  Kronecker*  von  1868  an  während  einer  Reihe 
von  Jahren  beschäftigt,  konnte  jedoch  erst  1890  und  1891  zu  einem 
abschliessenden  Resultate  gelangen.**  Von  besonderer  Wichtigkeit, 
aber  auch  von  besonderer  Schwierigkeit  ist  auch  hier  der  F(dl  der 
Si/mmetric. 

Die  Untersuchungen  von  Weierstrass***  und  Kroneckert  über 
symmetrische  Formenschaaren  führten  nun  zu  dem  merkwürdigen 
Ergebnisse,  dass  zwei  äquivalente  Schaaren  X^cp  -\-  X^xl^  und  A,0  +  AjM^ 
von  symmetrischen  Formen  stets  auch  congruent  sind,  in  dem  Sinne, 
dass  eine  in  die  andere  durch  congruente,  von  X^  \  A«  unabhängige 
Substitutionen  übergeführt  werden  kann,  deren  Determinanten  nicht 
Null  sind,  oder  kürzer  gesagt,  dass  die  hinreichenden  Ucdingungen  für 
die  Aequivalenz  zweier  symmetrischen  Formenschaaren  zugleich  diejenigen 
für  die  Congruenz  derselben  sind.  Das  Gleiche  gilt,  wenn  q)  und  O 
symmctrisclie ,  rp  und  V  alternirende  Formen tt,  und  auch  dann,  wenn 
die  Grundformen  beider  Schaaren  alternirend  sindttt  (§  9). 

Den  inneren  Grund  dieser  Erscheinung  vollständig  aufzudecken 
gelang  Frobenius  (1896)  in  einer  die  ganze  TJieorie  der  cmigruenten 
Tra)isformationen   hilimarer   Formen   neu  gestaltenden  Arbeit.^   Dieselbe 


*  Yergl.  die  Arbeiten  desselben  über  Formenschaaren  in  den  Berl.  Monatsb. 
von  1868  u.  1874  (Ges.  Werke  Bd.  I),  insbesondere:  Ueber  Schaaren  v.  quadr.  Form., 
Berl.  Monatsb.  1874,  S.  59  ff.  ;Ges.  W.  Bd.  1,  S.  349  ff.)  Vergl.  auch  Darboux, 
1.  c.  S.  383  S. 

**  Kronecker,    Algebr.  Reduktion  der  Schaaren  quadr.  Formen,   Sitzb.  der 
Berl.  Akad.  1890,  S.  1225  ff.;  derselbe,  Algebr.  Red.  der  Schaaren  quadr.  Formen, 
ebendaselbst  1890,  S.  1375  u.  1891,  S.  9 ff.  und  S.  33 ff. 
***  Weierstrass,  am  S.  VIII,  Anm.  4  citirten  Orte. 

t  Kronecker,  in  den  eben  citirten  Arbeiten  über  quad.  Formen, 
tt  Kronecker,  Ueber  die  congr.  Transf.  der  bil.  Formen,  Berl.  Monatsb.  1874, 
S.  441—442  (Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  477). 

ttt  Frobenius,  Theorie  der  lin.  Form,  mit  ganz.  Koeff.,    Crelle's  Joum.  (79) 
Bd. 86,  §  7  u.  §  13.     Beweis  hier  nur  für  ordinäre  Schaaren.    Siehe  das  Flgd. 

a  Frobenius,  Ueber  die  congr.  Transf.  der  bil.  Formen,  Sitzungsb.  der  Berl. 
Akad.  1896,  S.  7ff.  Als  besonders  wichtige  Arbeiten  über  die  congruenten  Trans- 
formationen der  bilinearen  Formen  seien  hier  diejenigen  von  Voss,  Abhandl.  der 
kgl.  Bayerisch.  Akad.  d.  Wiss.  Bd.  17,  S.  255 ff.;  Münch.  Berichte  1889  erwähnt. 
Femer  möge  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  Voss  gewisse  Sätze  von  Frobenius, 
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gestattet  u.  A.  die  Hauptresultate  der  Kronecker'schen  Untersuchungen 
über  singulare  Schaaren  quadratischer  Formen,  sowie  über  congruente 
Formen*  abzuleiten,  ohne  die  mühsamen  Kronecker'scheu  Ent- 
wickelungen  vornehmen  zu  müssen  (§  10). 

\\'ir  haben  eben  eine  Reihe  von  Untersuchungen  über  besondere 
Formcnsdiaann  erwähnt,  wozu  auch  diejenigen  über  die  Congruenz 
der  Formen  zu  rechnen  sind,  da  hier  Schaaren  mit  conjugirten  Grund- 
formen in  Betracht  gezogen  werden  müssen  (§  10).  Ohne  auf  die 
zahlreichen  weiteren  Untersuchungen  über  specielle  Formenschaaren, 
welche  auf  Grund  der  Arbeiten  von  Kronecker  und  Weierstrass 
geführt  werden  können,  und  deren  Anwendung  hier  näher  einzugehen 
(§  12 — 15,  S.  223  Anui.),  heben  wir  nur  als  besonders  wichtig  die- 
jenigen über  solche  Schaaren  hervor,  deren  Determinanten  mir  lineare 
Elemmtarthciler  besitzen;  hier  kann  die  Schaar  auf  dieselbe  Form  gebracht 
werden,  wie  eine  allgemeine  Schaar  (S.  93  u.  124),  was  Weierstrass 
für  eine  Schaar  quadratischer  Formen  mit  mindestens  einer  definiten, 
ordinären  Grundform  schon  1858  in  der  Eingangs  erwähnten  Arbeit"^^ 
nachgewiesen  hatte  (§  14).  Im  Falle  die  Determinante  einer  Schaar 
bilinearer  oder  quadratischer  Formen  Überhaupt  lineare  Elementarfhciler 
besitzt,  kann  man  mittelst  einer  auf  Cauchy***  zurückzuführenden 
Methode  von  der  Schaar  diejenigen  elementaren  Schaaren  abspalten,  welche 
den  linearen  Elementartheilern  ihrer  Determinante  entsprechen.  Dieses 
hat  Stickelbergert  in  einer  höchst  interessanten,  den  übrigen  algebra- 
ischen Untersuchungen  über  Elementartheiler  gegenüber  eine  gewisser- 
maassen  isolirte  Stellung  einnehmenden  Arbeit  (1877)  nachgewiesen  (§  15). 

Die  Untersuchungen  von  Kronecker  und  Weierstrass  über 
die  Aequivalenz  von  Formenschaaren  sind  in  neuerer  Zeit  durch 
S.  Kantor tt  verallgemeinert  worden.  Während  die  Untersuchungen 
jener  sich  auf  solche  Formen  beziehen,  deren  Koefficienten  lineare 
Formen  zweier  Variabelen   vorstellen,    erstrecken    sich    diejenigen   von 


Siacci,     Stickelberger    u.    Stieltjes    über    Elementartheiler    aus    einer  ein- 
zigen   Determinantenidentität   herleitete.     Hierüber,   sowie  über   den  Zusammen- 
hang  der  Voss'schen  Arbeiten   mit    den    betr.  Arbeiten    von   Frobenius   siehe 
F.  Meyer,  a.  S.  VIII  citirten  Orte,  S.  115 ff. 
*  Kronecker,  I.e.  S.  397  ff.  (S.  423ff.) 
**  Weierstrass,  Berl.  Monatsb.  1858,  S.  207 ff.  (Ges.  W.  Bd.  I.  S.  233 ff.) 
***  Cauchy,  Exerc.  de  math.  (29)  IV,  S.  UOff. 
t  Stickelberger,  Ueber  reelle  orthog.  Substitution,  Progr.  der  eidgen.  polyt. 
Schule  für  das  Schuljahr  1877/78  (erstes  Halbjahr),  Zürich  1877,  §  7. 

tt  S.Kantor,  Theorie  der  Aequivalenz  von  linearen  x^- Schaaren  bilinearer 
Formen,  Sitzb.  der  math.-phys.  Klasse  der  k.  B.  Akad.  der  Wissensch.  zu  München 
von   1897(98),  S.  367  ff. 
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S.  Kantor  auf  Formen,  deren  Koefficienten  lineare  Formen  hclichig 
v'uUr  Viiriabolen  sind.  Dabei  euts])reclien  den  Weierstrass'sclien 
Elementartheilern  gewisse  invariante  Zalilen,  die  S.  Kantor  als 
Elementarzahlen   bezeichnet. 

Der  BegritF  „Eleinentartheiler"  liisst  sich  mit  Leichtigkeit  auf 
solche  Systeme  von  beliebig  hohem  Range*  ausdehnen,  deren  Elemente 
ijanze  Zahlen  oder  ganze  Fiinktiomn  einer  oder  mehrerer  Variahclen 
beliebig  holten  Grades  oder  f/nnzc  (jvössen  ei)ies  Körpers  von  Zahlen 
oder  algebraisehen  FmiHiotien  sind**  (S.  19). 

Schon  1861  hatte  Smith***  bei  ganzzahligen  Systemen  Zahlen 
(Invarianten)  in  Betracht  gezogen,  die  später  von  Frobeniust  als 
(j'*  Elementart  heiler  des  betreffenden  Systems  bezeichnet  wurden.  In- 
dem man  dieselben  in  Faktoren  zerlegt,  die  Potenzen  verschiedener  Prim- 
zahlen sind,  erhält  man  die  sämmtlichen  Elementartheiler  des  Systems. 
Ausser  Smith  selbst  war  es  namentlich  Frobenius,  der  mit  diesem 
wichtigen  zahlentheoretischen  Begriffe  operirtett  und  ihn  auf  Systeme 
der  eben  beschriebenen  Art  ausdehnte. ttt  Eine  fundamentale  Eigen- 
schaft der  ()*^°  Elementartheiler  ist  die,  dass  für  jedes  System  der  q'^ 
Elementatiheil  er  durch  den  (o  —  1)'"  thcilhar  ist,  (wo  q  nicht  grösser 
als  der  Rang  des  Systems  ist),  wie  dies  im  speciellen  Falle  aus  den 
Weierstrass'schen  Untersuchungen  hervorging.*  Von  grösster  Be- 
deutung aber  wurden  diese  Elementartheiler  für  die  Theorie  der  Com- 
position    von   Systemen    aus    ganzen    Elementen.      Denn   es    ergab   sich. 


*  Irrthümlicher  Weise  \\-ird  die  Einführung  des  Begriffes  und  Namens  „Rang" 
allgemein  Kronecker  zugeschrieben;  Frobenius  vielmehr  hat,  nachdem  er  u.  A. 
schon  in  seiner  Abhandlung  „Ueber  das  Pf  äff  sehe  Problem",  Cr  eile's  Joum. 
von  1S77,  Bd.  82,  S.  230 ft'.,  den  umfassendsten  Gebrauch  von  diesem  Begriffe  ge- 
macht hatte,  demselben  später  den  Namen  ,,Rang"  beigelegt  (Cr  eile 's  Joum. 
1S79,  Bd.  86,  S.  1  u.  S.  148).  Kronecker,  der  die  grosse  Bedeutung  dieses  Be- 
griffes sofort  erkannt  hatte,  fand  auch  die  Benennung  höchst  zweckmässig  ge- 
wählt und  adoptirte  dieselbe  (Sitzb.  der  Berl.  Akad.  1SS4,  S.  1078). 

**  Bei  unserer  Darstellung  von  Kronecke r's  Untersuchungen  über  singulare 
Schaaren  (§8  u.  §  10)  müsste  die  Erweiterung  des  Begriffes  „Elementartheiler" 
oben  an  früherer  Stelle  erwähnt  werden.  Kronecker  vermied  es,  in  den  be- 
treffenden Arbeiten  von  Elementartheilern  zu  sprechen,  was  in  der  Abhandlung 
in  den  Sitzungsb.  der  Berl.  Akad.  1890,  S.  1225ff  so  auffallend  geschieht,  dass 
man  auf  eine  gewisse  Absichtlichkeit  schliessen  möchte. 

***  Smith,  PhU.  Transact.  1861(62),  S.  293. 
t  Frobenius,  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  148. 

tt  Frobenius,  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  140ff.;  ebendaselbst  (80) 
Bd.  88,  S  96  ff. 

ttt  Frobenius,  I.e.  und  Sitzungsb.  der  Berl.  Akad.  1890,  S.  Slft'. 
a  Vergl.  die  S.  7  zu  Satz  I  citirte  Literatur. 
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dass  thr  q"  Hcmentarthriler  eines  Systems,  das  durch  Cotnposition 
zweier  »der  mihrnrr  Sijskmr  (fir icher  Art  entsteht,  ein  f/anzes  Vielfaches 
des  q""  Elemnitartheilers  jedes  dieser  St/stcnie  ist;  dieser  IIau[»tsatz 
wurde  zuerst  von  Frobeuius  allgemein  bewiesen.* 

Naturgeniäss  wird  man  die  Frage  aufwerfen,  ob  das  zuletzt  aus- 
gesprocliene  Theorem  auch  nmJcehrhar  ist.  In  der  That  ist  für  Systeme 
aus  (janzen  ZaJden  oder  ganzen  Funktionen  einer  Variahchn  die  Um- 
kehrbarkeit desselben  einfach  nachweisbar**,  dagegen  ist  bis  jetzt  noch 
nicht  gezei<j:t  worden,  dass  jenes  Theorem  sich  auch  in  den  übrigen 
Fällen  umkehren  lässt.     (Vergl.  S.  231.) 

Nehmen  wir  si)eciell  an,  zwei  quadratische  Systeme  5t  und  5Ö, 
deren  Elemente  lineare  ganze  Funktionen  einer  Variabelen  A  seien, 
hätten  die  Beschafienheit,  dass  ihre  p**"  Elementartheiler  überein- 
stimmten. Dann  kann  nach  dem  eben  Gesagten  jedes  aus  dem  andern 
durch  Compositiou  mit  Systemen  ^,  O  erzeugt  werden,  deren  Deter- 
minanten, wie  sich  weiterhin  ergiebt,  nicht  Null  und  nicht  von  /.  ab- 
hängig sind,  und  zwar  werden  'iß  und  C  auf  rationalem  Wege  ge- 
funden. Da  nun,  wie  Frobenius  (1879)  weiter  zeigen  konnte,  im 
Falle  die  Determinanten  der  Systeme  21  und  33  nicht  identisch  Null 
sind,  die  Systeme  ''^  und  D  rational  so  bestimmt  werden  können,  dass 
nicht  nur  ihre  Determinanten,  sondern  ihre  Elemente  selbst  von  ). 
unabhängig  sind***,  so  war  hierdurch  zum  ersten  Mal  der  We i erstras s- 
sche  Fundamentalsatz  über  die  Aequivalenz  von  Schaaren  bilinearer 
Formen  auf  durchweg  rationalem   Wege  bewiesen. t 

Die  arithmetischen,  auf  der  Krön  eck  er 'sehen  Reduktion  basirenden 
Methoden  wurden  namentlich  von  He n seift  weitergebildet;  derselbe 
zieht  auch  Systeme  in  Betracht,  deren  Elemente  ganze  oder  gelrochenc 
Grössen  eines  Körpers  von  algebraischen  Zahlen  oder  Funktionen 
sind,  wobei  der  Begritf  ., Elementartheiler"  abermalige  Erweiter- 
ung erfahren  muss.ttt     Die  Hauptsätze  über  Elementartheiler  bleiben 


*  Vergl.  die  S.  IG  zu  Satz  II  citirte  Literatur. 
**  Vergl.z.B.  Frobenius,  Crelle's  Joum.  (80)  Bd.  88,  S.  114. 
***  Vorausgesetzt,   dass   der   Koefficient   der   höchsten   Potenz   von   l   in   der 
Determinante  von  91  bez.  58  nicht  Null  ist.     Der  Satz  gilt  dann  aber  auch  sofort 
ohne  diese  Beschränkung  (39). 

t  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (79)  Bd.  86, 1.  c  §13.  Vergl.  auch  Landsberg, 
iJeber  Fundamentalsyst.  und  bil.  Formen,  Crelle's  Joum.  (9G)  Bd.  116,  S.  331H". 

tt  Hensel,  Crelle's  Joum.  (Ü4)  Bd.  114,  S.  25tt'.;  derselbe,  Ueber  die  Ele- 
mentarth.  componirter  Systeme,  I.e.  S.  lOOtt" 

ttt  Hensel,  Ueber  einen  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  algebr  Funkt, 
einer  Variabelen,  Crelle's  Jouru.  (96)  Bd.  115,  S.  254tt". 
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auch  filr  solche  Systeme  bestehen  (§  18).  Von  besonderem  Interesse 
sind  hier  solche  Systeme,  bei  denen  die  Elemente  jeder  Zeile  conjugirte 
algebraische  Grössen  des  betreffenden  Körpers  von  algebraischen 
Funktionen  einer  Variubelen  sind.  Man  kann  dann  die  q^'^"  Elenientar- 
theiler  rational  bestimmen  und  mit  ihrer  Hilfe  die  Verzweigung  der 
R iem an u 'sehen  Fläche,  welche  zu  der  den  Körper  constituirenden 
algebraischen  Gleichung  gehört,  unmittelbar  angeben.*  Damit  sind  wir 
zu  den  neuesten  fioiMioncnthcordischcn  Anivmdungcn  der  Elementar- 
theiler  gelangt. 


*  Hansel,  Ueber  die  Ordnungen  der  Verzweigungsp.  einer  Riemann'schen 
Fläche,  Sitzb.  der  Berl.  Akad.  1895,  S.  933ff. ;  derselbe,  Ueber  die  Verzweigungsp. 
der  3-  und  4 -blätterigen  Riemann'schen  Flüchen,  ebendaselbst  S.  llOStt".  — 
Eine  Reihe  weiterer  auf  diesen  Gegenstand  bezüglicher  Arbeiten  von  Fischer, 
Hensel  u.  Landsberg  findet  man  in  Crelle's  Journ.  ('J7)  Bd.  117  u.  118. 


§  1.    Definition  und  allgemeine  Eigenschaften 
der  Elementartlieiler. 
1.  Sind  zwei  bilineare  Formen 

A  =2«.* a:,  yt,     B  =^hik x.iji     (i,Jc  =  l,2,...  n) 

von  je  2n  Veränderlichen  x^,  Xo,  .  .  .  x,,  und  y^,  yo,  ■  •  ■  yn  vorgelegt, 
bedeuten  ferner  Aj  Ag  homogene  binäre,  von  den  Xi  und  i/,  unabhängige 
Veränderliche,  so  wird  die  Gesammtheit  der  durch  den  Ausdruck 

X^A-{-  LB 

dargestellten  Formen  als  eine  Schaar  (ein  Büschel)  von  bilinearen 
Formen  bezeichnet;^  und  i>  heissen  die  Grundformen  der  Schaar, 
die  Determinante 

heisst  die  Determinante  der  Schaar. 

Die  Determinante  der  Schaar  ^^Ä  -\-  X^B  werde  mit  D  bezeichnet; 
D  ist  eine  homogene  ganze  Funktion  w'®"^  Grades  der  Veränderlichen  A,  1  A,. 
Falls  I)  nicht  identisch  Null  ist,  kann  es  daher  in  ein  Produkt 
von  n  Faktoren  zerlegt  werden,  deren  jeder  in  A,  |  Ag  homogen  und 
linear  ist.    Analoges  gilt  für  jede  Subdetermiuante  des  Systems  von  D* 

Nun  sei  D  nicht  identisch  Null,  und 

aAj  4-  ^Ag  =  p 

ein  Linearfaktor  von  Z),  ferner  bedeute  l^  den  Exponenten  der  höchsten 
Potenz,  zu  welcher  erhoben  p  in  allen  Subdeterminanten  q^^°  Grades 
von  D  enthalten  ist;  in  I)  ist  p  zur  Potenz  l^  enthalten. 

Der  Definition  gemäss  tritt  der  Faktor  p'c  in  allen  Subdeter- 
minanten p**'°  Grades  auf,  und  zwar  in  mindestens  einer  derselben 
genau  zur  Z^,'**"  Potenz.  Im  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller 
Subdeterminanten  p*"*^  Grades  von  1)  tritt  also  p  zur  Potenz  l,,  auf. 
Die  Zahlen  ^  sind  positive,  ganze  Zahlen  bez.  Null. 

•  Eine  Subdeterminantc  de8  Systems  einer  Determinante  D  wird  im  Folgenden 
auch  kurz  als  eine  Subdeterminantc  von  D  bezeichnet  werden. 
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2  §ii- 

2.  Für  die  soobou  cingeführteu  Zahlen  l^,  besteht  die  Ungleichung 

(1)  h+^>h>y 

wenn  l^,  >  0  ist.  Entwickelt  nnui  nümlich  eine  Subdeterminante 
(p  4-  l)**"  Grades  von  D  nach  den  Elementen  einer  Reihe  (Zeile  oder 
Spalte),  so  enthält  jedes  Glied  des  Aggregates  eine  Subdeterminante  q^^ 
Grades  als  Faktor;  also  ist  die  Subdeterminante  (p  + 1)*"°  Grades 
mindestens  durch  die  Z^***  Potenz  von  p  theilbar.  Aber  auch  ihre 
partiellen  Ableitungen  nach  A^  und  ?.^  sind  durch  p\>  theilbar.  Denn 
jede  derselben  stellt  ein  Aggregat  von  Produkten  vor,  deren  jedes  aus 
einer  der  Grössen  a,*  bez.  6,*  und  einer  Subdeterminante  p*®"  Grades 
von  D  besteht;  also  ist  in  der  That  Z^+i  >  Z^.  Für  Iq  =  0  ist  selbst- 
verständlich l^^i>lf,. 

Ist  Zp  =  0,  so  ist  wegen  (1)  auch 

Iq—i  =  tp— 3  =  •••==  t|  =  0. 
Ist  daher  l^^i  >  0,  lg  =  0,  so  ist 

(2)  0  =  ?i  =  ^2  =  •  •  •  =  Z.  <  Zp+l  <  l„  +  2  <'--<ln- 

Zufolge  dieser  Eigenschaft  der  Zahlen  l„  ist  der  grösste  gemein- 
schaftliche TJieiler  aller  Suhdderminantcn  {q  + 1)''"'  Grades  durch  den- 
jenigen aller  Suhdcterminatüen  ()''"  Grades  tlieilhar. 

Nunmehr  definiren  wir  n  Zahlen  Cj,  Cg,  .  .  .  e^  durch  die  n  Gleich- 
ungen 

(3)  Cn  =  ln  —  In  —  l,       Cn  —  1  =  l,i  —  l   —  In  — 2}  .  .  •  6^  =  ti- 

Diese  n  Zahlen  sind  nach  (2)  positive  ganze  Zahlen  bez.  Null.    Aus  (3) 

^°^g\  ln=e,  +  e,  +  ---  +  e,r, 

also  ist 

(a  Aj  +  6A,)'n  =  (aAi  +  h?.,y^(al^  -f  ^^a)"'  •  •  •  («^i  +  ^h)'"- 

Jeder  einzelne  der  Faktoren,  in  welche  soeben  (aA^+^Ag)'«  zer- 
legt wurde,  heisst  ein  Elementartheiler*  der  Determinante  der 
Schaar  bilinearer  Formen,  wenn  sein  Exponent  von  Nidl  verschieden 
ist.  —  Wir  denken  uns  die  analoge  Zerlegung  für  jeden  in  D  auf- 
tretenden linearen  Theiler  ausgeführt;  alsdann  wird,  abgesehen  von 
einem  von  Aj  Ao  unabhängigen  Faktor,  die  Determinante  D  das  Pro- 
dukt ihrer  sänwitlichen  Elementartheiler.  Sind,  in  irgend  einer  Reihen- 
folge geschrieben, 

(ai?.i  +  tjAg)"»  (i  =  1,  2,  .  .  .  7w;  m<  n) 
die  sämmtlichen  Elementartheiler  von  D,  so  ist 
Ci  +  e,  +  ^3  H h  e«  =  w. 

•  Weieratrass,  Monatsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin 
(gekürzt  B  M),  1868,  S.  321.  (Ges.  Werke  Bd.  U,  S.  21.) 
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Die  Bedeutung  gerade  dieser  Zerlegung  von  1)  für  die  Theorie 
der  bilinearen  Formen  kann  erst  an  späterer  Stelle  zu  Tage  treten. 
Zunächst  wollen  wir  hier  ein  Hcispicl  für  die  Zerlegung  einer  Deter- 
minante in  Elcitumtartheilcr  geben.     Es  sei  z.  B. 

A  =  a^x^y^  +  a^x^y^  +  ai^^y^  +  a^oc^y^, 

^  =  ^1  ^1  2/1  +  ^1  ^iVs  +  6i  3:3  1/3  +  &3  ^4^4 

«1  •  «2  =  ^1  '•  h- 


und  nicht 
Dann  ist 


Z>  = 


a^X^  +  b^L  0  0  0 

0  OiAi4-&,^  0  0 

0  0  a^Ai+^iAa  0 

0  0  0  a.^X^-i-hK 

Für  den  Linearfaktor  «jAj+Z^iAg  von  D  wird 

?,=  3,    Z3=2,    ?2  =  1,    Z,  =  0, 
also 

64=1,     ^3  =  1,    fo==l,    Ci=0; 

zum  Lineartheiler  a,  Aj  +  &i  -^-o  gehören  also  die  Elementartheiler 

a^  Aj -f  ?>i  Ao ,     «lAj  +  ^iAo,     a^Aj+^iAg. 
Dagegen  gehört  zu  a,  Aj  +  &o  A,  nur  der  Elementartheiler 

»2  A^  -f  &2  Ag. 
Daher  ist  in  Elementartheiler  zerlegt: 

D  =  (tti  Aj  -f  6^ ;,)  (rti  A^  4-  &j  A2)  (ai  Ai  +  &i  Ag)  (agA^  +  6,  Ag). 

In  unserem  Beispiele  haben  alle  Elementartheiler  von  D  den  Ex- 
ponenten 1. 

3.  Wir  wollen,  zu  allgemeineren  Betrachtungen  zurückkehrend, 
den  Fall  näher  untersuchen,  wo  die  Elementartheiler  von  D,  die  zu 
einem  bestimmten  linearen  Theiler  von  D  gehören,  alle  den  Exponenten 
Eins  haben. 

Damit  der  Z-fach  in  B  auftretende  lineare  Faktor  p  bei  der  Zer- 
legung von  D  in  Elementartheiler  stets  den  Exponenten  1  erhält, 
muss  p  in  allen  Subdeterminanten 

(n  —  1)^"  Grades  von  D  zur  Potenz  Z  —  1, 
(n  —  2)*°°  Grades  von  I)  zur  Potenz  1  —  2, 


(7^  —  Z  -f-  1)*"°  Grades  von  D  zur  Potenz  1 
auftreten  (2).    Dagegen  haben  wegen  (1)  die  Subdeterminanten  (n  —  IJ*^ 
Grades  nicht  alle  den  Faktor  p. 


4  §1.  3-4. 

Ist  umgekehrt  für  einen  Linearfaktor  p  von  D 

SO  muss  wegen  (1)  Z,_i=0  und 

Z„_;_}-j=2,     Z„_i_i-j=  3,  .  .  .  Z„_i  =  Z  —  1 
sein,  damit  ln=l  wird.     Dann  ist  aber  nach  (3) 

.,  e^=  c^—i=  •••  =  Ca— 1+1  =  1. 

Also: 

Damit  ein  l-fach  in  D  auftretender  Linearfalior  hei  der  Zerlegung 
von  D  in  Elementartheilcr  nur  Exponenten  1  erhalt,  ist  nothuendig  und 
hinreichend,  dass  er  im  grössfen  geyneinschuftlichcn  Theiler  aller  Suh- 
ddermiruinien  {n  —  l  -\- 1)""  Grades  linear  entlialten  sei. 

Die  oben  definirten  Zahlen  e^  haben  die  fundamentale  Eigenschaß, 

ist.  Der  Beweis  hierfür  wird  im  Folgenden  erbracht  werden,  wobei 
sich  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die  Ungleichung  (1)  ergeben  wird. 
Die  Zahlen  l,,  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  nicht  nur  die  ersten 
Differenzen  e,  =  Z,  -  Z,_x  (9  =  1 ,  2,  .  .  .  n;  ?o=  0), 

sondern  auch  die  zweiten  Differenzen 

e^-ey_i(f>  =  1,  2,  .  .  .m;  eQ=  0) 
niemals  negativ  sind. 

Indem  wir  im  Vorhergehenden  (Artikel  1 — 3)  durchweg 

a,i  ==  tti , ,     lik  =  hk , ,     Xi  =  yi 

setzen,  erhalten  wir  an  Stelle  von  Betrachtungen  über  bilineare  Formen 

von  2nVariabelen  x^,x^,  .  .  .Xn  und  y^y^,  •  •  -yn  solche  über  quadratische 

Formen  von  nVariabelen  x^,x^,  .  .  .x^.     Man  hat  überall  für  „bilineare 

Form"  zu   setzen  „quadratische  Form"]  im  Uebrigen  bleibt   dann   das 

Gesagte   vollständig  bestehen.     Der   Ausdruck  XjA-{-  k^B   heisst   also 

eine  Schaar  von  quadratischen  Formen,  u.  s.  w. 

4.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  den  Begriff  „Elementartheiler" 

für   solche  Determinanten   eingeführt,   deren  Elemente  lineare  Formen 

zweier  Veränderlichen  ?.^  ^^  waren.   Dieser  Begriff  lässt  sich  aher  folgender- 

massen  noch  beträchtlich  erweitern: 

Es  bedeute 

!a,i!     (t,/;  =  l,2,...w) 

die  Determinante  eines  Svstems  von  n^ Elementen* 


•  Die  folgenden  Betrachtungen  gelten  auch  für  nicht  quadratische  Systeme, 
denn  solche  können  durch  Zufügen  von  Reihen  mit  lauter  Elementen  Null  in 
quadratische  verwandelt  werden.  Diese  Nullreihen  sind  aber  ohne  Einfluss  auf 
obige  Entwickelungen. 
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ßn  ■  ■  .  Oln 

ö„i  .  . .  rt„„  ; 

diese  Elemente  seien  jetzt  entweder  ganze  Zahlcyi  —  die  Null  mit 
eingeschlossen  —  oder  ganze  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Variahelen. 
Ferner  bedeute  j)  im  ersten  Falle  eine  Primzahl,  im  zweiten  eine 
lineare  bez.  irreduktibele  Funktion.  Unter  p  verstehen  wir  eine  ganze, 
positive  Zahl,  die  nicht  grösser  ist,  als  der  Kang*  r  des  Systems 
der  a.k.  Endlich  bedeute  l,,  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz,  zu 
welcher  erhoben  j)  in  allen  Subdeterminanten  p*®"  Grades  des  Systems 
der  a,k   auftritt.     Da  jedenfalls 

(4)  k>k-i     (p  =  l,2,...n  Zo=0) 

ist    [vergl.  den  Beweis  von  Ungleichung  (1)],   so   ist  jede  der  Zahlen 

(5)  e„^  1,-1^-1     (p  =  1 ,  2,  .  .  .  r) 

positiv  und  ganz,  bez.  Null.  Dann  heisst  nach  Weierstrass  und 
Frobenius**  jede  der  Grössen 

p\>     (p  =  l,2,  ...r), 

für  welche  e,,  nicht  Null  ist,  ein  Elementartheiler  des  Systems  der 
Elemente  a,*,  oder  auch,  wenn  r  =  n  ist,  der  Determinante  |a,i|; 
p  heisst  die  Basis,  e^,  der  Exponent  des  Elementartheilers  p^g  vom 
Cq^^  Grade.  Ein  Elementartheiler  ersten  Grades  heisst  auch  ein  linearer 
Elementartheiler.*** 

Wir   werden   im   Folgenden  allgemein  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen  Theiler   aller    Subdeterminanten    0*^°    Grades    unseres    Systems 


*  Sind  nicht  alle  Subdeterminanten  r^en  Grades  unseres  Systems  Null  bez. 
identisch  Null,  aber  alle  Subdeterminanten  (r-f  1)*««»  Grades,  so  heisst  r  der  Rang 
des  Systems  der  a.^  oder  auch,  wenn  das  System  ein  quadratisches  ist,  der 
Determinante  |  a,^  |.  Ist  |a,.j|=|=0  (nicht  gleich  Null)  bez.  =]=  0  (nicht  identisch 
Null),  80  setzt  man  r  =  n;  sind  alle  Elemente  a.^  Null  bez.  identisch  Null  (^0), 
nimmt  man  r  =  0.    (Frobenius,  Crelle's  Journ.  [79]  Bd.  86,  S.  1  und  S.  148.) 

•*  Weierstrass,  1.  c.  und  Frobenius,  Sitzungsb.  der  Akad.  derWissensch.  in 
Berlin  (kurz  citirt:  SB),  1894,  S.  33. 

••*  Kronecker  nannte  (BM1874,  S. 226  [Ges. Werke,  S.  405])  einen-Elementar- 
theiler  ersten  Gr^ides  einen  einfachen  Elementartheiler,  und  demgemiiss  hat 
man  für  ep  >  1  von  mehrfachen  p]lementarthei  lern  gesprochen.  Wir  ziehen 
obige  bequemere  Bezeichnung  mit  Frobenius  (Crelle's  Journ.  [79]  Bd. 86,  S.  162)  vor, 
die  das  Wort  „einfach"  zur  anderweitigen  Verwendung  frei  lässt.    [Vergl.  6c).] 


6  §1,4-6. 

der  an  —   auch    Determiuauten   ö*"*  Grades   des   Systems  genannt  — 
mit  Do  bezeichnen  und,  falls  <J  >  r  ist, 

Da=0 

gesetzt  denken.     Für  r  =  n  ist  natürlich  2)n==|a,i|. 

Der  Definition  gemäss  steckt  j)  in  Dp  zur  Potenz  l^,  speciell  in  Dr 
zur  Potenz  Ir.     Da  nach  (5) 

ist,  so  erkennt  man,  dass  Dr  das  Froduld  sämmtlicJwr  Elementartlieüer 
unseres  Systems  ist  (vergl.  Art.  2). 

Da  p  in  D(,  zur  Potenz  l^,  auftritt ,  nach  (4)  aber  Zp  >  ?p  _  i  ist,  so 
ist  sidier  D^  diircJi  D^  _  i  theiJhar.     Daher  sind  die  Ausdrücke 

ganze  Zahlen  bez.  ganze  Funktionen.     Man  setzt  noch 

Er+l  =  Er+2  =  ••■  =  En  =  0 

und  nennt  tt     t?  tp 

bez.  den  ersten,  zweiten,  . . .  n'""  Elementartheiler*  des  Systems  der 

ttik,  oder  auch,  wenn  r  =  n  ist,  der  Determinante    a,*  . 

Der  Q^  Elementartheiler  (ET)  enthält  p  zur  Potenz  Cg.  Zerlegt 
man  also  Ey,  E^...Er  hez.  in  Faktoren,  die  (von  Null  verschiedene) 
Potenzen  verschiedener  PrimtJiciler  sind,  so  erhält  man  sämmtliche  ET 
des  Systems. 

5.  Sowie  nun  Dp  durch  Dp_i,  so  ist  auch  Eg  durch  -Bp_i  theil- 
bar.     Denn  wir   werden  jetzt  das  Fundamentaltheorem  beweisen,   dass 

ist.  Zuvor  wir  den  Beweis  beginnen,  muss  noch  ein  neuer  Begriff  ein- 
geführt werden: 

Nach  der  Definition  giebt  es  mindestens  eine  Determinante  p*®" 
Grades  unseres  Systems,  die  genau  durch  die  Ig^  Potenz  von  p  theil- 
bar  ist.  Jede  Determinante  p*®°  Grades  des  Systems,  welche  den  Prim- 
theiler  p  genau  zur  Potenz  lg,  also  zur  selben  Potenz,  wie  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  aller  Determinanten  p**"*  Grades  desselben 
enthält,  heisst  nach  Frobenius**  eine  in  Bezug  auf  p  reguläre  Sub- 
determinante  p'®°  Grades  des  Systems.  Unter  den  Subdeterminanten 
eines    gewissen  Grades    giebt    es   mindestens    eine  in  Bezug  auf  einen 

*  Vergl.  S.  13,  Anm.** 
••  Frobenius,  I.e.  S.  32. 
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bestimmten  Primtheiler  repuliire.  Wenn  im  Folgenden  kurz  von  einer 
regulären  Determinante  gt^sprochen  wird,  so  ist  stets  eine  in  Bezug 
auf  p  reguläre  gemeint.  Bei  r  =■  «  ist  die  Determinante  \an\  für 
jedes  p  regulär. 

Wir  werden  nun  die  drei  folgenden  Sätze  beweisen,  die  unter 
sich  in  engem  Zusammenhange  stehen: 

1)  Jede  rerjulärc  Determinante  p'*""  Grades  des  Systems  der  a,jt(p  >  1) 
cyithält  mhidc^tcns  eine  reguläre  Determinante  (p  —  !)'"•  Grades  des 
Systems  als  Sidjdcterminante* 

2)  Jede  rcgidäre  Determinante  (p  —  1)'"'  Grades  des  Systems  der 
a,t(p>l)  ist  in  einer  regulären  Determinante  q''^'*  Grades  als  Sub- 
determinante  enihalten.** 

I.  Es  ist  stets 

(7)  ep>ee_i     (p  =  2,  3,.  .  .  r), 

l,  -  2Z,_i  +  ?,_o>  0     (p  =  2,  3,  .  .  .  r;  ?„=  0); 

in  Worten: 

Der  p*®  Elementartheiler  eines   Systems   ist  stets 
durch  den  (p— 1)'^°  theilbar.*** 
Dass  Satz  I   für    p  =  2  gilt,   ist  evident;    denn  jedes  Element  a.t 
enthält  p  zur  Potenz  ?j,    also    tritt  p   in   jeder    Determinante   zweiten 
Grades  mindestens  zur  Potenz  21  ^  auf;  daher  ist 

l,>2k,     l,-l,>h 
und  somit 

e.,>ei. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  für  ein  bestimmtes  p  bewiesen,  dass 
in  jedem  Systeme  von  Elementen  a,*  der  oben  beschriebenen  Art 

(8)  Ci  ^  ßj  ^  Ca  .  .  .  <  e^-i 

sei,  und  zeigen,  dass  dann  für  dieses  p  nicht  nur  e„_i^ep,  also  der 
Satz  I  giltig  ist,  sondern  dass  auch  für  dieses  und  für  jedes  kleinere  p  die 
beiden  ersten  Sätze  1)  und  2)  gelten.     Da  wir  nun  oben  sahen,  dass  in 

*  Smith,  Phil.  Trans.  1861(62),  vol.  151,  S.318;  Proc.  of  the  Lond.  math.  boc. 
1878,  vol.4,  S.237.  Stickelberge  r,  Crelle's  Journal  (79)  Bd.  86,  S.38  — 39. 
Frobenius,  ebendaselbst  (80)  Bd.  88 ,  S.  116.  Hensel,  daselbst  (95)  Bd.  114, 
S.  62ff.    Frobenius,  SB  1894,  S.  33. 

••  Hensel  und  Frobenius  am  zuletzt  genannten  Ort. 

•••  Vergl.  ausser  der  unter  *  citirten  Literatur:  Weierstrass,  B  M  1868, 
S.  331,  Anm.  (Ges.  Werke  Bd.  II,  S,  36).  Die  obigen  Enttcickelungen  gehen  wir 
nach  Frobenius,  SB  1894,  S.  33  flg. 
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jedem  Systeme  c^  <  fj  ist,  so  sind  damit  alle  drei  Sätze  mit  einem 
Schlage  bewiesen. 

Greifen    wir,    um    jetzt    zum    Beweise    überzugehen,    eine   Deter- 
minante p**"  Grades  (p  >  2)  unseres  Systems  der  rt/t 

M  =   a^»  !     (fi  =  ^1,  /ti,  .  .  .  fip,   V  =  Vi,  ^2?  •  •  •  «'e) 

heraus,  die  nicht  (identisch)  Null  ist.  Der  Primtheiler  p  soll  im 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Suhdeterminanten  ö**"*  Grades 
von  31  zur  Potenz  l'a  enthalten  sein,  in  M  selbst  also  zur  Potenz  l'^. 
In  M  giebt  es  mindestens  eine  Subdeterminante  (p  —  2)**"  Grades, 
welche  genau  durch  die  Z^, _ «**  Potenz  von  p  theilbar  ist;  eine  solche 
•  werde  mit  T  bezeichnet.  Alsdann  ist  nach  einem  bekannten  Satze 
über  Systeme  von  Suhdeterminanten 

(9)  MT=PS-QB, 

wo  P,  Qj  It,  S  Suhdeterminanten  (q  —  1)**"*  Grades  von  M  sind.  Die 
linke  Seite  vorstehender  Gleichung  ist  genau  durch  die 

{Vg  +  ?^  _  o)*"  Potenz 

von  p  theilbar,  die  rechte  mindestens  durch  die  2Z[, _i*°;  daher  ist     • 

^o  +  ^p  — 2  ^  2Zp_i, 

oder 

lu—i  —  l,,—2'^\)  —  tp — 1  • 

Da  ferner  die  Ungleichung  (8)  nach  Voraussetzung  für  jedes  System, 
also  auch  für  das  von  31,  gilt,  so  ist 

(10)  ll-l^^l!^-^^...^^_^-l^_,^l'^-^_,^ 

wo  ?o  =  0  zu  setzen  ist.     Da,  wie  schon  bekannt, 

V  —  V  <V  —  V 

''1        ''0  =  '^2        'i 

ist,   so   gilt   der   auf  (10)  sich  stützende   Beweis    unserer   Sätze  auch 
für  p  =  2. 
^  Nunmehr  wollen  wir  irgend  eine  Subdeterminante  unseres  Systems 

der  a.k 

L  =  \ay.i\     (x  =  Xj,  Xgj  •  •  •  ^0-1*7  A  =  ^11  ^2>  •  •  •  ■^G-i) 

vom  Grade  p  —  1  mit  der  Determinante  M  in  Beziehung  setzen. 
Aus  L  geht  dadurch  eine  Determinante  r/^^  Grades 

hervor,  dass  man  die  Zeile  und  Spalte,  in  welcher  das  Element  a^y 
von  31  steht,  zu  L  hinzunimmt.  Gehört  das  Element  a^y  einer  Reihe 
von  L  an,  so  ist  L^y=0  zu  setzen. 
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Dann  gilt  nach  Kronecker*  die  Identität 

Entwickelt   man   die   linke   Seite   derselben   nach  Potenzen  von  L,    so 

kommt: 

(11)  L'^M^L^-^M^  +  Li'->'3/,+  •••  +  3/p, 

wobei    Mo    (<?  =  1,  2, .  . .  p)    homogene    Funktionen    a^^    Grades    der 

Grössen  L^y  bedeuten,  deren  Koefficienten  Subdeterminanten  (p  —  (j)**" 

Grades  von  M  sind. 


*  Kronecker,  Crelle's  Joumal(70)  Bd.  72,  S.  153;  Frobenius,  SB  1894, 
S.  34.  Letzterer  zeigt  daselbst,  dass  der  Kr.'scbe  Satz  eine  Folgerung  des  nach- 
stehenden Satzes  von  Sylvester  (Phil.  Mag.  1851,  S.  279;  Frobenius,  Crelle's 
Journal  (79)  Bd.  86,  S.  54;  SB  1894,  S.  242)  ist:  Greift  man  aus  einem  Systeme  von 
Elementen  a,j  eitie  Determinante 

vom  g''"  Grade  und  eine  Determinante 

S=\afiy\       (/l  =  ^1 ,  .  .  .  ,U,-  ,    V  =  V,  , 

vom  g'-"  Grade  heratis  und  bildet  die  s*  Determinanten 


■■V;) 


fiV 


c' 


(p-f  1)""  Grades,  so  ist  identisch 


Für  den  zweiten  Faktor  rechts  wollen  wir  kurz 


'xi,  i. 


^; 


\,io    >^.-n 


'".:.) 


/*--.*• 


schreiben;  femer  sei  speciell  g  =  Q-\-l.     Dann  wird,  wenn  wir  weiter  voraussetzen, 
dass  P  und  iS  keine  Reihe  des  gegebenen  Systems  gemeinsam  haben,  für 


=  0    (,u  =  f/i, 


••v,), 


I'  ^  zu  P^y  —  Pc-n  f  t  ^^^  somit  unsere  vorstehende  Identität  zu 


^^^-^\r\ 


pi> 


xr 
0 


Der  zweite  Faktor  rechts  ist  aber  Null,  weil  in  dieser  Determinante 
(2p -|- 1)'*^°  Grades  alle  Elemente  Null  sind,  welche  die  letzten  e  +  1  Zeilen  mit 
den  letzten  p  + 1  Spalten  gemeinsam  haben.    Also  ist 

\P     -Pa      '=0, 
und  das  ist  die  Kronecker' sehe  Identität.     Haben  P  und  5  Reihen  gemein,   so  ist 
durch   wiederholtes   Hinschreiben   von   Reihen   ein   System   zu   schaffen,   wo  dies 
nicht  mehr  der  Fall  ist.    Dadurch  ergiebt  sich  sofort  die  oben  angegebene  dies- 
bezügliche Vorschrift. 
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Der  Primtheilor  p  sei  in  L  zur  Potenz  l  und  im  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  aller  Determinanten  L^,  zur  Potenz  V  enthalten. 
Also  enthält  L^~''Ma  den  Faktor  j)  mindestens  zur  Potenz 

{9-0)1  +y>+  ll-a  =  r„     ((J  =  1,  2,  .  .  .  p); 
L^  M  enthält  p  genau  zur  Potenz 

qI-{-1[,^Tq. 
Nun  ist 

ta  +  l         To  =  (^  l')         V^u—  o  —  l't)  —a  —  l)) 

wegen  (10)  aber 

V^.a-K.-a-l'^K-n-l       ((7=0,1,.  ..p-1), 

mithin 

(12)  To  +  ^-ra>il'-l)-(l',-l',-i)     (0  =  0,  !,...() -1). 

Wir  behaupten  nun,  dass 

(13)  V-l^ll,-U-i 
ist.     Denn  wäre 

so  wäre  nach  (12) 

To+l  —  Trt  >  0, 

also 

Ta  +  i>t„       ((J  =  0,  1,  ...()  —  1) 

oder 

Tp>  Tp_i>  .  .  .  >  Tj  >  Tq. 

Nun  enthält  aber  die  linke  Seite  von  (11)  den  Priratheiler  ^  genau 
zur  Potenz  Tq,  also  kann  ihn  nicht  jedes  Glied  der  rechten  Seite  zu 
einer  höheren  Potenz  enthalten.  Also  gilt  die  Beziehung  (13),  die 
man  auch  schreiben  kann 

(14)  Z,!+Z^Z,;_i+Z'; 

bedeutet   nun.A'  den   grössten   gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Super- 
determinanten*  von  L,  so  ist  sicher 

und  somit  wegen  (14) 

Damit  haben  wir  den  wichtigen  Satz  gewonnen: 

3)  Das  Produkt  zweier  Determhianten  q'""  und  (q  —  1)'^  Grades  Sg 
hc2.  <S(,_i  eines  Systems  ist  tlieilhar  durch  das  FroduM  aus  dem  grössten 
gem^nschaftliclmi  Tlwiler  alUr  Suhdeterminanten  (p  —  l)"'"  Grades  von  S^ 
und  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  oller  Super determinanten 
Q^  Grades  von  S^J-l.** 

*  Ist  B  eine  Subdeterminante  von  J.,  so  heisst  A  eine  Superdeterminante 
von  B. 

•*  Der  Satz  lässt  eich  noch  verallgemeinem.     Vergl.  Frobenius,  I  c.  S.  35. 
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Mit  Hilfe  dieses  Satzes  kommen  wir  rasch  ans  Ziel.  Wir  wühlen 
jetzt  für  L  und  M  nyiäärc  Determinanten  (p  —  l)'*'"  bez.  (>**°  Grades 
unseres  Systems.     Dann  ist 

und  (14)  geht  in  ^-=^c-»     K>-^,, 

l'-hll,-x<l,+  l,-i 
über;  ferner  ist 

Aus  den  beiden  ersten  der  drei  letzten  Ungleichungen  folgt 

h'  —  ^^h'  —  ^f 
und  somit  ist  wegen  der  dritten 

tp  —  1  =  1(1  — !• 

Analog  findet  man  it  _  i 

Damit  sind  aber  die  Sätze  1)  und  2)  für  den  betrachteten  Wcrth 
von  Q  und  für  jeden  Ideinercn  betviesen.    Nach  Satz  1)  ist  ferner,  da  M 

und  deshalb  wegen  (10) 

Iq  —  I  —  tp  _  2  '^  t^>  —  Iq  —  1 

oder 

Damit  sind  unsere  Sätze  1),  2)  und  I  allgemein  betviesen. 

6.  Die  Bedeutung  der  Sätze  1)  und  2)  für  die  Theorie  der  ET 
wird  im  Folgenden  erst  zu  Tage  treten;  in  Satz  I  dagegen  haben  wir 
einen  ersten  Fundamentalsatz  Über  Elementarthciler  gewonnen.  Wir 
werden  aus  ihnen  zunächst  einige  Folgerungen  ziehen: 

a)  Ist  von  den  Zahlen  l^,h.  .  .Ir  die  Zahl  Zp>0,   aber  Zp_i  =  0, 

so  ist  nach  (4)  auch 

Zß_2=tp  —  3=**"  =  ?i  =  0; 

da  nach  Voraussetzung  ,        ,  „ 

°       Cp  =  Zp  —  /,,  _  1  >  0 

ist,  so  sind  nach  Satz  I  auch 

Cp  +  i,       Cp  +  2,  •••Cr 

von  Null  verschiedene,  positive  ganze  Zahlen.     Die  Differenzen 

Iq^\  —  Iq,      ^P  +  2 —  If-irl,  •  •  -Ir — Ir  —  l 

sind  daher  grösser  als  Null;  mithin  ist  unter  der  genmclUen  Voraussetzung 

(15)  0  =  Zi  =  Zg  ==•••==  Zj,_i  <  Zp  <  Z„  +  i  <•••<  ?r, 

wie    wir    dies    für   einen    Specialfall    schon   in    2    nachgewiesen   haben 
[vergl.  (2)].     Ferner  hat  man 

(16)  er>er-i>-->c^>0, 
e^  _  1  =  Cp  _  2  =  •  •  •  =  Ci  =  0. 
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Zur  Basis  ;)  gehören  also  hier  die  ET 

P'r,    p'r-l,..  .p'd 

des  Systems.  Enthält  der  r*"  ET  unseres  Systems  den  Primtheiler  j^ 
linear,  so  ist  j)  ein  linearer  ET  des  Systems  (4),  und  sümmtliche  zur 
Basis  p  gehörende  ET  sind  nach  (16)  ebenfalls  linear.  Dies  tritt  ein, 
wenn  p,  das  in  I)r  zur  Potenz  Ir  auftritt,  in  7^  _  i  zur  Potenz  lr—1 
vorkommt.     Also  gilt  der  Satz: 

■1)  Damit  die  zur  Basis  p  gchörnidai  ET  ciiws  Systems  vom 
Bange  r  nur  Exponcivtcn  1  haben  ^  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
der  in  allen  Determinanten  r"""  Grades  zur  Fotenz  Ir  auftretende  Prim- 
theiler p  in  alhm  Determinanten  (r  — 1)'"'  Grades  zur  Fotenz  lr—\ 
auftritt. 

Ein  anderes  Kriterium  für  das  Vorhandensein  lauter  linearer  ET 
Ton  gegebener  Basis  lernten  wir  für  einen  Specialfall  in  8  kennen; 
dasselbe  gilt  auch  hier  und  lässt  sich  leicht  für  ein  System  vom 
Range  r  verallgemeinern. 

b)  Jeder  Primtheiler  p,  der  in  7)p  zur  Potenz  Z„(>  0)  enthalten 
ist,  tritt  wegen  (15)  auch  in  i^  auf  und  zwar  zu  einer  Potenz,  die 
kleiner  oder  gleich  l^  und  nicht  Null  ist.  Jeder  Tlieiler  von  Dq  ist 
sonach  ein  Tlieiler  von  E^,  und  umgcl^chrt. 

c)  Wie  wir  wissen,  ist  Dr  das  Produkt  sämmtlicher  ET  unseres 
Systems;  da  nun  für  einen  Primtheiler  p 

Ir-l  =  er-l  +  Cr-i  -\ h  C] 

ist,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  (16)  Dr—i  aus  den  ETn 

^A,  2rr-i,  .  .  .  q'^'r,  r/r-i,  ... 

des  Systems,  indem  man  die  ET  höchsten  Grades  p'^r^  q^'r,  .  .  ^  die  zur 
Basis  p,  q.  .  .  gehören,  weglässt  und  das  Produkt  der  übrigen  ET 
bildet;  analog  findet  man  Dr— 2  u.  s.  w.  Sind  (dso  der  Fang  und  die 
ET  eines  Systems  bekannt,  so  kann  man  auf  diese  Weise  die  grössten 
gemeinsdiaftlichcn  Theiler  D„  berechnen.  Man  kann  aber  auch  auf 
Grund  von  (16)  den  ersten,  zweiten,  .  .  .  r'""  Elemcntartheiler  sofort  hin- 
schreiben: 

Die  höchsten  Potenzen  von  p,  q^  ■  . .  sind  die  Faktoren  von  Er,  die 
zweithöchsten  diejenigen  von  Er  —  \,  u.  s.  w.  So  besitzt  in  unserem 
Beispiele  S.  3  die  Determinante  D  den  ET  («lAi  +  ft^A,)  dreimal, 
ausserdem  den  ET  (ög^-i  +  ^2^-2)5  daher  ist 

r,  =  (öl  Ai  +  &, ;,)  (a,  ;.i  +  b^ ;.,),    E^=E,=  {a,  k,  +  b,  ?.^),    E.^-l. 
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Nennen  wir  p'9  einen  einfachen  Elementartheiler*,  Fa  (ff  =  1, 
2,. .  .n)  einen  zusammengesetzten  Elementartheiler  des  Systems 
der  o,*,  so  ist  durch  die  Betrachtungen  in  4  die  Berechnung  der  ein- 
fachen ET  aus  den  zusammengesetzten,  durch  vorstehende  hingegen 
die  der  zusammengesetzten  ET  aus  den  einfachen  geg('l)en.  Wird  von 
einem  „ET"  schlechthin  gesprochen,  so  ist  stets  ein  „einfacher"  gemeint. 

Stimmen  für  zwei  Systeme  der  Rang  und  die  einfachen  ET 
überein,  so  stimmen  auch  die  zusammengesetzten  ET  beider  Systeme 
überein,  ebenso  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  ihrer  Sub- 
determinanten  gleich  hohen  Grades.    Auch  das  Umgekehrte  ist  richtig. 

d)  Nun  eine  Folgerung  aus  1)!  Ist  R  eine  reguläre  Determinante 
p**°  Grades  des  Systems,  so  enthält  sie  nach  Satz  1)  eine  reguläre 
Determinante  (p  —  1)'*°  Grades  als  Subdeterminante,  letztere  hat  wieder 
nach  1)  eine  reguläre  Determinante  (q  —  2)*®°  Grades  als  Subdeter- 
minante, u.  s.  w.;  p  tritt  also  im  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
aller  Subdeterminanten  0**°  Grades  von  li  genau  zur  Potenz  la  auf 
(ö  =  1,  2, .  .  .  ());  die  zur  Basis  p  gehörigen  ET  einer  in  Bezug  auf  die 
Basis  p  regulären  Bdernmiante  des  Systems  der  a,k  sind  zugleich  ET 
des  gegebenen  Systems. 

e)  Zum  Schlüsse  eine  zweite  Folgerung  aus  1).  Jede  Determinante  <S 
vom  ()**°  Grade  aus  den  a,*  ist  durch  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  To—i  aller  Subdeterminanten  (p  —  1)'®°  Grades  von  S^  theil- 
bar  (4).  Ist  (Sp  regulär,  so  enthält  es  den  Faktor  p  genau  zur  Potenz  Zp, 
Tp_i  enthält  ikn  wegen  Satz  1)  genau  zur  Potenz  Zp_i,  und  somit 
tritt  p  im  Quotienten  g^ 

zur  Potenz 

tg  tp  — 1  =  Cp 

auf.  Dies  besagt,  da  in  E^  der  Faktor  p  zur  Potenz  Cp  auftritt  (4): 
5)  Der  p'"  ElementartJieiler  eiiics  Systems  von  Elementen  a,^  ist  der 
grösste  gemcinscluiftliche  TJwiler  der  Quotienten,  welche  man  erhält,  indem 
man  jede  Dctrrminanfe  q'-"  Grades  des  Systems  durch  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  ihrer  Suhdetermituinten  (p  — l)'"'  Grades  dividid. 
Dieser  Satz  lässt  den  p""  ElementartJieiler  eines  Systems  seihst  als 
einen  grössten  gcmeinschaffliehm  Tlieihr  erscheinen,  während  er  früher 
als  Quotient  zweier  solcher  Theiler  detiuirt  wurde.  Smith  definirte 
zuerst  den  (>**"  ET  auf  vorstehende  Weise  als  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler.** 

•  Nach  Frobenius.  Letzterer  braucht  die  Bezeichnung  „zusammen- 
gesetzter ET"  in  anderem  Sinne.     Vergl.  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  162. 

••  Smith,  Phil.  Trans.  1861  (62),  vol.  151,  S.  318.  Die  Benennung  „g*"  ET" 
führte  Frobenius  (Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  148)  ein. 
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7.  Vertauscht  man  im  Systeme  der  a.i  parallele  Reihen,  so  bleibt 
die  Gesammtheit  der  Determinanten  ö**'''  Grades  (ö  =  1,  2,  .  .  .  n),  welche 
mim  aus  ihm  entnehmen  kann,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ungeändert*, 
daher  bleiben  der  Rang  r,  die  Zahlen  l^,  r^  und  die  Ausdrücke  2)^,  Eg 
dieselben. 

Dies  vorausgeschickt  nehmen  wir  nun  einmal  an,  dass  in  unserem 
Systeme  a,,  =  a,,, 

dass  also  das  System  ein  sy}n7)i€frischcs  sei.  Ueber  ein  solches  System 
wollen  wir  nun  mit  Hilfe  von  Satz  2)  in  5  einen  für  spätere  Ent- 
wickelungen  höchst  wichtigen  Satz  ableiten.*  Zunächst  führen  wir  für 
solche  Systeme  einen  neuen  Begrifi"  ein: 

Eine  Subdeterminante  eines  symmetrischen  Systems,  deren  Diagonal- 
elemente der  Diagonale  des  Systems  angehören,  wird  eine  Haupt- 
unterdeterminante genannt-,  dieselbe  ist  ebenfalls  symmetrisch. 

Angenommen  nun  unter  den  Hauptelementen  sei  kein  reguläres; 
dann  sei  a.t  ein  reguläres  Element.  Die  Hauptunterdeterminante 
zweiten  Grades  „    „         ^2 

enthält  dann  ])  genau  zur  Potenz  2li;  also  ist 
wir  wissen  aber,  dass  die  Ungleichung 

besteht  (5).     Daher  muss  ,   _  97 

sein,  und  die  Determinante  an  ükk  —  dik^  ist  sonach  regulär. 

Um  jetzt  zu  allgemeineren  Betrachtungen  überzugehen,  nehmen 
wir  an,  dass  die  Hauptunterdeterminante 

vom  (p  —  1)**°  Grade  regulär  sei,  dagegen  keine  der  Hauptunterdeter- 
minanten p**°  Grades 

An  =^±  «11022  •  •  •  «.  — i,(»-ia.i, 

wo  i  >  p  —  1  ist.  Dann  giebt  es  nach  2)  eine  reguläre  Subdeter- 
minante ()**^°  Grades 

Än=^±  011^22  •  •  •  Ö9_i,p_ia.i, 

welche  Äo—i  enthält.     Setzen  wir  dann  für  p  +  1^** 

Äg^i=^-  +  «11022  •  .  .  öß  — i.p—iö,.-  ükk, 

so  ist  nach  der  Determinantentheorie,  da  in  Äq^i 

*  Vergl.  zum  Folgenden:  Frobenius,  SB  1894,  S.  36  flg. 
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adj.  au  —  Äik  '=^  ±  ön«is  •  •  •  «(»-1,  e-i  «u, 
adj.  Gkk  =  Äii, 

adj.  Oik  =  —  Äii 

ist, 

(17)  Äff-iÄg+i=  Äii  Akt— Au'. 

Nun  hat  -4,i  den  Faktor  p  genau  zur  Potenz  lg,  An  und  Akk 
haben  ihn  zu  höherer  Potenz;  steckt  daher;?  in  A^j^i  zur  Poteuz  ll  +  i, 
so  ist,  weil  A^,^l   regulär  ist,  wegen  (17) 

(18)  Z,_:  +  ?i  +  :=2Z^, 

Zp+i  —  '21q  +  Iq  —  1  ^0 

und  somit  ,  ., 

tß+i  >  tß  +  i. 

Da  aber  andererseits  ;>  in  Dq+i  zur  Potenz  Ig+i  und  in  der  ein- 
zelnen Subdeterminante  ^p+i  zur  Potenz    l'  +  i  auftritt,    so   ist  sicher 

aus  den  beiden  letzten  Ungleichungen  folgt  aber 

(19)  Ig  +  l    =    Iq  +  1, 

d.  h.  Ag^i  ist  regulilr.     Ferner  ergiebt  sich  aus  (18)  und  (19) 
Bezeichnen  wir  jetzt  allgemein  die  Determinante 

unseres  Systems  mit  Aaa  (^'l,i  =  On),  so  können  wir  auf  Grund 
der  eben  angestellten  Betrachtungen  unser  gegebenes  System  durch 
passende  Anordnung  der  Zeilen  und  entsprechende  der  Spalten,  ohne 
also  die  Symmetrie  aufznhehcyi,  in  ein  anderes  so  umformen,  dass  die 
Reihe  der  Hauptunterdeterminanten 

folgende  Eigenschaften  hat: 

6)  Ist  Ag  nicht  regulär,  so  sijid  nicht  nur  A^j—i  und  -4o-fi  regulär, 
sondern  aucJi 

jBff=^±:  a^iG.^^  .  .  .  a^-i, p_irtp,p  +  i, 
aber  niclit 

Cg=^±  «iiff,2  .  . .  rtp_i,e_ia^+i,  p+i; 

ferner  ist  stets  Ar  regulär. 


16  §  1.  7-8. 

Falls  Ar  —  i  nicht  regulär  ist,  so  ist  das  zuletzt  Behauptete  nach 
dem  Vorhergehenden,  als  richtig  Erwiesenen,  giltig.  Ist  aber  Är—t 
regulär,  und  wird  oben  p  =  r,  also 

u.  3.  w.  gesetzt,  so  ist  nach  (IT),  da  hier  -4^4-1  =  0  zu  nehmen  ist, 

-^nAkk  =  -^ik"-, 
wären  nun  die  Hauptunterdeterminanten,  welche  Ar—i  enthalten,  alle 
nicht  regulär,  so  gäbe  es  wegen  Satz  2)  eine  reguläre  Determinante 
Anj  die  rechte  Seite  vorstehender  Gleichung  enthielte  p  genau  zur 
Potenz  2lr,  die  linke  zu  einer  höheren  Potenz.  Es  muss  daher  eine 
reguläre  Hauptunterdeterminante  r*""  Grades  geben,  welche  Är—i  ent- 
hält, u.  8.  w. 

Zugleich  hat  sich  folgender  Satz  über  ET  ergeben: 

Gicht  es  in  Bezug  auf  einen  Prijnfhciler  p  eitle  reguläre  Haupt- 
wücrdeUrminmüe  {q  —  1)"'  Grades,  dagegen  'keine  reguläre  Haupt- 
unicrdctcrmitianie  q'"""  Grades,  welche  die  erstere  enthält,  so  ist  für  p  + 1  ^  »* 

Cq+i  =  e^. 

8.  Ziehen  wir  neben  unserem  Systeme  von  n^  Elementen  a.jt  ein 
zweites  von  m"  Elementen  bik,  die  mit  den  a,t  gleichartig  sind,  in  Be- 
tracht, so  erhalten  wir  aus  beiden  durch  Composition  ein  drittes 
System  von  «^  Elementen 

Cik=  anhik  +  fl.jftst  +  dizbn  + 1-  a,„&„jt  (i,  A;  =  1,  2  . .  .  w) 

derselben  Art.  Es  entsteht  nun  die  für  unsere  Theorie  fundamentale 
Aufgabe,  die  zusammengesetzten  ET  dieser  drei  Systeme  mit  einander 
in  Bczichuyig  zu  setzen.     Diese  wird  durch  folgendes  Theorem  gelöst: 

n.  Der  (5*®  Elementartheiler  eines  Systems,  das  aus  zwei 
(oder  mehreren)  Systemen  gleicher  Art  componirt  ist, 
ist  ein  ganzes  Vielfaches  des  ö**"^  Elementartheilers 
jedes  dieser  Systeme.* 

Um  dasselbe  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  allgemein  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Subdeterminanten  p*®"  Grades  des 
Systems  der  5,*  mit  B  ,  das  der  Cn  mit  C^;  der  Primtheiler  p  sei  in 
Bg  zur  Potenz  ^9,  in  C„  zur  Potenz  y^  enthalten.     Es  sei  ferner 

L  =  \hy.i\     (x  =  Xi, . . .  Xp_r,  A  =  ^1, . . .  Ap  _i) 
eine  reguläre  Determinante  (p  —  1)'*°  Grades  aus  den  6,*  und 

•  Smith,  Phil.  Trans.  1861  (62),  vol.  151,  S.  320;  Troc.  of  the  L.  math.  soc.  1873, 
vol.  rV,  S.  244.  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (80)  Bd.  88,  S.  114  u.  SB  1894,  S.  40 
u.  S.42.  Hensel,  Crelle's  Journ.  (95)  Bd.  114,  S.  110.  Obiges  nach  Frobenius 
a.  letztgenannten  0. 
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eine   reguläre    Determinante   p'*"  Grades  aus  den  c,*.*     Wegen  Satz  1) 
enthält    dann    der    grösste    gemeinschaftliche    Theiler    aller    Subdeter- 
minanten  (p  —  1)'"°  ürades  von  3f  den  Faktor  j)  genau  zur  Potenz  y^j—i. 
Nun  betrachte  man  das  System 

K,i, ^"..-«(,-1  ^"..n ^'.."p 


und  denke  sich  dieses  System  im  Artikel  5  zum  Systeme  der  a^  ge- 
wühlt, nehme  für  die  Determinanten  L  und  M  daselbst  die  oben  an- 
gegebenen Determinanten  L  und  M  und  wende  die  Formel  (13)  an. 
Man  erhält,  da  jetzt 

zu  setzen  ist,  -,,      ^         ^ 

V-  /3(,_i  <.y^-  yo-i. 

Eine  Determinante  Z,^,.  hat  die  Gestalt 


(^  =  ^1,..  ..u^.,    v  =  i/i,..  .  Vp), 


ist   also  eine   homogene  lineare   ganze  Funktion  von  n  Determinanten 
()*<'°  Grades  des  Systems  6i,i,  .  .  .  6i,;^_j    6i,v 


wie   sich    wegen  (20)    durch   Zerlegung   von   L^v  sofort  ergiebt.     Also 
enthält  Lftv  den  Faktor  p  mindestens  zur  Potenz  ß^,  es  ist 

l'^ß, 

und  somit  ^        ^         ^ 

ß^,-ß^,^i£yf^-yf,-i, 
w.  z.  b.  w. 


ft«,,., 

••^''..^(,-1 

&xi,r 

\-. 

^.  • 

.  •   &x,_i,-l,._i 

S-1.- 

c^.^  • 

••  ^^'.'«^-1 

C^,  V 

•  Ist  r^iff)  der  Rang  des  Systems  der  c.^(b.^),  so  ist  r^^^r^^,  da  jede 
Determinante  o»«»»  Grades  aus  den  c,.^  eine  lineare  Form  der  Determinanten 
©ten  Grades  aus  den  b-^  i8t(Baltzer,  Determinanten,  Leipzig  1881,  fünfte  Aufl., 
§  6;  vergl.  auch  10).     Ist  daher  p  <[»■(.,  so  ist  auch  e^»'^- 

Math,  ElementartboUer.  2 
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§1,9- 


9.  Uisst  sich  (hr  eben  gctconuciie  Fundamcnialsatz  umkehren?  Ehe 
wir  auf  diese  wichtige  Frage  eingehen,  müssen  wir  uns  näher  mit  der 
Composition  von  Systemen  befassen.  Dies  wird  im  nächsten  Paragraphen 
geschehen;  hier  soll  zuvor  noch  eine  für  spätere  Anwendung  wichtige 
Eigenschaft  der  Suhdoterminanton  unseres  Systems  der  rt,jt  (4 — 7)  dar- 
gelegt werden;  die  früheren  Bezeichnungen  l)ehalten  wir  bei.    Seien  nun 


P  =  law',     ^  =  !flxv| 


22  =  la 


ft 


"o 


>«i 


C.  I  I       r  \    1.7  k    Z7  r  V 

vier  Determinanten  o*''"  Grades  aus  den  au,]  die  Indices  v^  .  .  .  v„  können 
zum  Theile  mit  den  Indices  X^  .  .  .  A„  übereinstimmen,  ebenso  die  In- 
dices ,Ux  .  .  .  Uo  mit  den  Indices  x^  .  .  .  Xq.  Ist  dieses  der  Fall,  so 
verschaften  wir  uns  durch  wiederholtes  Hinschreiben  von  Reihen  ein 
neues  System,  in  welchem  dasselbe  nicht  mehr  der  Fall  ist.  Für  das 
neue  System  sind  die  Grössen  D^,  l^  u.  s.  w.  dieselben,  wie  vorher,  da 
alle  neu  hinzukommenden  Determinanten  ()*^°  Grades  (identisch)  Null 
sind.    Nun  ist  nach  dem  Satze  von  Sylvester  in  5,  S.  9,  Anmerkung: 

■P«r  i  =  F^~^    _  Ca  =  a^,  .  .  .  U(,,     V  =  i'i,  .  .  .  v^), 


(20) 
wo 


O'ß  X  Clfi  V 

-P/.*  =  i  a<7t  I     {g  =  x^j .  .  .  Xfj,  [i]  X  =  Ai, .  .  .  A(,,  v) 

ist,  und  das  System  der  Determinante  rechts  aus  denen  von  P,  Q,  H,  S 
in  bekannter  Weise  gebildet  ist.  Setzt  man  nun  in  den  Determinanten 
von  (20)  für  o^,  Null,  so  erhält  man  wie  S.  9,  Anmerkung, 

oder  ^z*^    0 

(21)  iPa^r-  Pf..\  =  P^'-'QB. 

Jetzt   entwickele    man    die    linke    Seite    von    (21)    nach    Potenzen 
von  P;  es  wird  bei  geeigneter  Umstellung 

(22)  P(.^S  -  P^'-H^R  =  {PS  -  QE)Pu-^ 

=  S,P^'-'  +  S,PQ-'  +  ----\-S„, 

wo  S;{g  <=  1 ,  2 ,  .  .  .  q)  eine  Summe  von  Produkten  aus  Determinanten 
(q  —  s)**°  Grades  aus  dem  Systeme  von  S  und  Determinanten  g^^^ 
Grades  aus  den  P^,.  vorstellt.  Jede  von  den  letzteren  Determinanten 
ist  aber  wiederum  nach  obigem  Satze  von  Sylvester  gleich  einer 
Determinante  {q  +  5)**=°  Grades  des  gegebenen  Systems  der  a^k  niul- 
tiplizirt  mit  P'~^     Also  enthält 
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(U'ii  Faktor  })  mindestens  zur  Potenz 

;,_,+  ;,+.+  (p  -1)1 -r,     (s  =  1,  2,  .  .  .  q), 
wenn  p  in  F  zur  Potenz  l  auftritt.     Nun  ist  aber  wegen  I  in  5 

T,  +  i  -  T,  =-  (/,,  +  ,-  +  i  —  ^v+-)  —  (^'-;—  ^i'-«-i)  >;  0, 
also  _    ,     >  _ 

Daher  tritt  p  in  (22)  rechts  mindestens  zur  Potenz 
auf.  Ti  =  /^,_i+;^,+i+(()-l)Z 

a)  Daher  miiss  p  in  j^a  _  nji 

mindestens  ::ur  rotcnz  ?,,_i  +  Z,,4.i  auftrdai.     Da  stets  nach  I 

;^,_i+^,+i>2/,, 
ist,  so  hat  dieses  Resultat  nur  dann  Bedeutung,  wenn 
ist.  1^,-x  +  1^^x>'^Iq 

b)  Ist  Q  =  r,  also  gleich  dem  Bange  des  Systems,  so  wird 

PS-  QR  =  0* 
weil   die   Determinanten   (r  +  g)*®''  Grades  jetzt  alle  Null  sind.     Diese 
Bemerkung  kann  man  benutzen,  um  den  Satz  zu  beweisen: 

e)  Der  Bang  r  einer  schicfsymmctrischen  Determinante  |a,ij  ist 
stets  eine  gerade  ZaJd.** 

Denn  wäre  r  ungerade,  so  betrachte  man  eine  Determinante 
r'-  Grades  u  =  a,,      (/i  =  ft,,  .  .  .  ^r,  l  ==  X„  .  .  .  Xr) 

aus  den  a,*,  die  nicht  Null  ist.     Dann  wird 

Q^ai^l     (A  =  Aj,.  ..  ir,  ^=^1,.  ..^^; 
nicht  Null  sein ,  da  n  —  P f     ^y 7? 

ist.     Nach  obigem  Satze  b)  wäre  dann  das  Produkt  der  Determinanten 

P-=axi'\  (X,X'  =  X„...Xr) 

gleich  —  B',  also  nicht  Null,  während  doch  P  und  S  als  schief- 
symmetrische Determinanten  ungeraden  Grades  beide  Null  sind;  also 
ist  r  gerade,  w.  z.  b.  w. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  l)emerken  wir  noch,  dass  Alles 
{)i  Artilcel  4  —  9  Gesagte  Wo>i  für  Wort  giltig  bleibt,  wenn  wir  tinter 
den  a,t  ganze  Grössen  eines  beliebigen  Körpers  von  algebraischen  Zahlen 
oder  Funltionen,  unter  j)  einen  icirklichen  oder  ideale^i  Primtheiler 
in   dem  betrachteten  Körper  verstehen. 

•  Frobenius,   Crelle's  Journ.  (77)  Bd.  82,  S.  240. 
••  Frobenius,  1.  c.  S.  242. 
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§  2.    Symbolisches  Rechuen  mit  biliuearen  Formen.* 
10.  Wir  betrachten  ein  System 

«11-  •  •  Cm 


von  n*  Elementen  «a-  beliebiger,  aber  unter  sich  gleicher  Art.  Die 
a,i  brauchen  also  jetzt  nicht  mehr  ganze  Grössen  zu  sein,  es  können 
irgendwelche  Zahlen  eines  algebraischen  Zahlenkörpers  —  z.  B.  irgend- 
welche rationale  Zahlen  —  oder  beliebige  Funktionen  einer  oder 
mehrerer  Variabelen,  u.  s.  w.,  sein.  Dieses  System  von  n^  Elementen 
fassen  wir  mit  Frobenius  hn  Bilde  einer  hiliiiearen  Form 

A=^aikXiyk     (i,k  =  l,2,.. .  n) 

zusammen,  deren  Koefficientensystem  eben  jenes  System  der  a^  vor- 
stellt, deren  Determinante  also  mit  der  Determinante 

I  a.i  i     {i,k  =  l,2,.  .  .n) 
identisch  ist.    Die  Form  Ä  heisst  eine  ordinäre  oder  eine  singulare, 
je  nachdem    ihre    Determinante    (a,jt|    nicht   Null  bez.  nicht  identisch 
Null  oder  Null  bez.  identisch  Null  ist. 

a)  Multiplikation. 
Wir   ziehen    nunmehr   neben   der   bilinearen  Form  A  eine  zweite 

bilineare  Form       -^      >^-,  ,.  . 

B^yhikXiijk     (*,  Ä;  =  l,2,  .  .  .  w), 

die,  d.h.  deren  Koefficientensystem,  mit  A  bez.  dem  Systeme  der  a,jt 
gleichartig  ist,  in  Betracht.  Aus  beiden  Formen  leiten  wir  alsdann 
eine  dritte  bilineare  Form 

(»  ^=2'I^-S    ('  =  1>2,...«) 

gleicher    Art   ab.     Von   dieser   Form   P   sagen    wir,  sie    sei  aus   den 

Formen  A  und  B  zusammengesetzt,   und   bezeichnen    dieselbe    mit 

AB,  wo  A  und  B  in  dieser  Reihenfolge  zu  nehmen  sind.     Wir  nennen 

die  Form  P  auf  Grund  der  symbolischen  Gleichung 

(2)  F  =  AB 

geradezu  das  Produkt  der  Formen  A  und  B,  A  und  B  die  Faktoren 

des  Produkts. 


•  Ueber  die  Ent-nnckelung  dieser  Theorie  vergl.  Encyklopädie  der  mathem. 
Wissenschaften,  Leipzig  1899,  Bd.  I,  S.  169,  Anmerk.  19.  Obige  Darstellung 
schliesst  sich  an  Frobenius,  Ueber  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen, 
Crelle's  Journal  (78)  Bd.  84,  S.  1  flg.  an. 
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Wo  also  im  Folgenden  ein  Produkt  AJi  von  Formen  auftritt,  ist 
dasselbe  si/mbolisch  aufzufassen,  während  die  Addition  und  Subtraktion 
von  Formen  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  nehmen  ist. 

Die  Bildung  des  symbolischen  Produktes  zweier  Formen  setzt 
voraus,  dass  dieselben  von  gleichviel  Variabelenpaaren  abhängen;  trifft 
diese  Voraussetzung  nicht  von  vornherein  zu,  so  kann  man  dadurch, 
dass  man  zu  einer  der  Formen  Glieder  mit  Koefficienten  Null  hinzu- 
fügt, bewirken,  dass  beide  Formen  von  gleichvielen  Variabelenpaaren 
abhängen. 

Nach  (1)  ist  nun 

(3)  ^^=2«--.|f=2*.#S" 

wo  i,kfl  =  l,2,...n  zu  setzen  ist.     Für 

(4)  P=-^p,kX,y,    {i,k  =  l,2,...n) 
wird  somit 

(5)  Pik=^auhtt     (Z  =  l,2,  ...n). 

Bezeichnen  wir  allgemein  die  Determinante  einer  Form 

mit  1-41,  so  ist  wegen  (5) 

oder  es  ist  i^=l^M^I 

(6)  ÄB'  =  '  A    'Bi 

Das  System  der  Determinante  \ÄB\  ist  aus  denjenigen  von  '^j 
und  i  J5|  in  ganz  bestimmter  Weise  componirt  (zusammengesetzt),  wemi 
P  =  AB  aus  A  und  B  zusammengesetzt  ist.  • 

Jede  Subdeterminante  p**"  Grades  von  \AB\  ist  ferner  wegen  (5) 
eine  homogene  lineare  ganze  Funktion  der  Subdeterminanten  q^^^ 
Grades  von  ,  A  i  und  eine  ebensolche  Funktion  der  Subdeterminanten 
p^"  Grades  von  j  jß  |. 

11.  Für   die   symbolischen  Produkte   gilt 

1.  das  distributive  Gesetz.     Denn  ist 

C  =^c,kXi Vk    (/,  Ä:  =  1 ,  2, . .  .  n) 
«ine  weitere  bilineare  Form,  so  ist  nach  der  Definition 

^j  iVi  cx^  ^j  cy^      ox^      ^J  oy^     dx- 

und  somit 

(7)  A{B -\- C)  ==^  AB  +  AC. 


A  =^aik Xi yt    (/,  ^  =  1 ,  2, . .  .  n) 
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Ist  jj  =.^d,,  X,  lu     (i,  A-  -1,2,...  n) 

eine  weitere  bilineare  Form,  so  folgt  aus  (7) 

(8)  (Ä  +  B){C  +  D)  =  {Ä  +  B)C  +  (^  +  Z>')i^ 

=  {ÄC  +  BC  +  yli)  +  BD). 
Sind  a  und  h  konstante  Grössen,  so  ist  per  definit. 

{aÄ)B'^A{aB)  =  aAB, 

weffen  (7)  also 

^      ^^  {aA  +  lB)C^aAC-^hBC', 

femer  ist  i      ^  i         „  i  ^  i 

\aA\  =  a"|-4|. 

Es  gilt  ferner  für  diese  Produkte 

2.  das  associative  Gesetz.  Denn  (AB)C  entstellt  nach  (1)  dadurch, 
dass  man  in  B  zuerst  g^ 

^'  "~  "^ 
und  dann  gC 

'''        ex. 

setzt,  {AB)C  hingegen  dadurch,  dass  man  diese  Handlungen  in  um- 
gekehrter Folge  vornimmt.  Nun  ist  es  aber  gleichgiltig,  in  welcher 
Reihenfolge  man  diese  Handlungen  vornimmt;  es  ist  daher 

{AB)C  =  A{BC). 
Durch  diese  Gleichung  ist  die  Schreibweise  ABC  für  {AB)C  =  A{BC) 
gerechtfertigt.     Nach  dem  eben  Gesagten  ist 

(9)  ^^^-^^»l^-^     (»,7.  =  1,2,...«). 
Femer  wird  wegen  (6) 

^^^^  \ABC\  =  \iAB)C\  =  \AB\-\C\==\A\-\B\-\C\ 

(10)  \ABC\  =  \A:-\B\-\C\. 

Nach  dem  am  Schlüsse  von  10  Gesagten  ist  jede  Subdeterminante 
p*^"*  Grades  von  \ABC\  eine  homogene  lineare  ganze  Funktion  der 
Subdeterminanten  q^^""  Grades  von  |  A  \  bez.  von  j  B  \  oder  |  C  \. 

Ist  B  =  ABC,  so  entsteht  das  Koefficientensystem  von  P  aus  den 
Systemen  von  A,  B  und  C  dadurch,  dass  es  aus  ihnen  in  ganz  be- 
stimmter Weise  successive  zusammengesetzt  wird,  derart,  dass  das 
System  von  A  zuerst  mit  dem  von  B,  und  das  so  erhaltene  System 
wieder  mit  dem  System  von  C,  oder  auch  zuerst  das  System  von  B 
mit  dem  von  C,  und  das  neue  System  mit  dem  von  A  —  immer  in 
ganz  bestimmter  Weise  —  zusammengesetzt  wird. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  Produkte 
von  vier  und  mehr  Formen  ausdehnen.     Man  hat 
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A(BCI))  -  (AB){CJJ)  ^-  {ABC)!)  -  ABCI), 
u.  s.  w. 

Ist  _^ 

S  — 2*'. k X,  t/i ,     T  -   ^t,  k  X,  yt     (/,  /j  --  1 ,  2,  .  .  .  n) 
und  ^^  '"■^ 

(11)  B-^SAT 

so  geht  nach  (9)  B  dadurch  aus  A  hervor,  dass  in   A 


^S  ,  ,  , 

d  T 

Vi  —  ^--  =  <.i 2/1  +  </3 !/2 H h  ^. n 2/. 


(j  =  l,2,...n) 


gesetzt  wird,  oder  es  geht,  wie  sich  Frobenius  kurz  ausdrückt,*  die 
Form  -l  durch  die  linearen  Substitutionen  S  und  T  in  die 
Form  J!  über.  Das  symbolische  Produkt  B  =  SAT  erscheint  also 
bei  dieser  Auffassung  als  der  Ausdruck  einer  linearen  Substitution  für 
jede  der  zwei  Reihen  Veränderlicher,  wobei  nur  in  der  transformirten 
Form  Jl  die  neuen  Veränderlichen  wieder  mit  ic,  bez.  y,-  bezeichnet 
werden.  Nach  (10)  besteht  für  die  Determinanten  der  Formen  A  und  B 
und  die  iJetcnninautcn  der  linearen  Substitut ionai  S  und  T,  wenn 
B  =  SAT  ist,  die  Gleichung 

\B\  =  \S\^A\-\T\. 

Wenn  in  (11)  die  Form  S  das  Produkt  zweier  Formen  U  und  V 
i.st,  so  heisst  die  Substitution  S  ebenfalls  das  Produkt  der  beiden 
Substitutionen  ?7  und  F  oder  die  aus  6' und  F  zusammengesetzte 
Substitution.  Die  Systeme  der  Substitutionskoefficienten  der  Sub- 
stitutionen UVj  U  und  F  stehen  in  dem  Zusammenhange,  dass  man 
das  erste  aus  den  beiden  letzten  durch  Composition  erhält  (10). 

Die  Substitution  UV  geht  —  unsymbolisch  gesprochen  —  aus 
den  Substitutionen   U  und  F  dadurch  hervor,  dass  in 


für  die  Xi 


xf,  =  ^^     (i==l,2,...n) 


c  UV 
substituirt  wird.    Denn   man   erhält  -p^ — >  indem  man  in  F  die  zuletzt 

angegebene  Substitution  (12)  vornimmt,  d.  h.  UV  bildet,  imd  dann  nach 
y,   differentiirt;    diese    Handlungen    dürfen   aber  auch    in    umgekehrter 

•  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  80,  S.  149. 
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Reihenfolge  vorgenommen  werden,  wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen 
ist.     Oder  auch:   die  Substitution  UV  bewirkt,  da 

{UV)A=  U(VA) 

ist,  dass  in  Ä  zuerst  für  die  x,  die  Substitution  V  ausgeführt,  und 
hierauf,  wenn  in  der  transformirten  Form  die  neuen  Variabelen  wieder 
mit  Xi  bezeichnet  werden,  in  letzterer  für  die  Xi  die  Substitution  U 
vorgenommen  wird.  Ist  hingegen,  um  die  Substitution  für  die  y, 
zu  betrachten, 

T=  UV, 

so    wird    in  A   zuerst  die  Substitution  U,   dann  in  der  transformirten 
Form  die  Substitution  V  für  die  y,  auszuführen  sein.  —  Hier  ist  also 
auf  die  Stellung  der  Buchstaben  genau  zu  achten,  wenn  man  von  der 
symbolischen  zur  unsymbolischen  Ausdrucksweise  übergeht. 
Es  gilt  für  unsere  symbolischen  Produkte  aber  nicht 

3.  das  commntativc  Gesetz;  denn  die  Formen  AB  und  BA  sind 
im  Allgemeinen  verschieden.     Im  Falle 

AB  =  BA 

ist,  heissen  die  Formen  A  und  B  vertauschbar. 

Sind  B  und  C  mit  A  vertauschbar,   so   ist  mit  Rücksicht  auf  2. 
oben 
(12)     A{BC)  =  {AB)C={BA)C^B{AC)  =  B{CÄ)  =  BGA, 

und  analog  ergiebt  sich  allgemeiner: 

Ist  jede  Form  einer  BeiJie  von  Formen  mit  jeder  Form  einer  zweiten 
Beihe  von  Formen  vertauscJibar ,  so  ist  auch  jede  aus  den  Formen  der 
ersten  Beihe  zusamynengesetzte  Form  mit  jeder  aus  den  Formen  der 
zweiten  Beihe  zusammengesetzten  Form  vertauschbar. 

4.  Ganze  FunJdionen  eitler  Form.  Jede  Form,  welche  aus  mehreren 
Formen  durch  die  Operationen  der  Zusammensetzung,  der  Multipli- 
kation mit  Konstanten,  der  Addition  und  Subtraktion  (in  endlicher 
Anzahl)  gebildet  ist,  nennen  wir  mit  Frobenius  eine  ganze  Funktion 
jener  Formen.     Aus  dem  letzten  Satze  folgert  man: 

Ist  jede  Form  einer  Beihe  mit  jeder  Form  einer  andern  Beihe 
vertauschhar ,  so  ist  auch  jede  ganze  FunJction  der  Formen  der  einen 
Pieihe  mit  jeder  ganzen  Funktion  der  Formen  der  zweiten  Beihe  ver- 
tauschhar. 

5.  Conjugirtc  Formen.  Diejenige  Form,  die  aus  A  entsteht,  wenn 
man  rc,-  und  y,  {i  =  1,  2,  .  .  .  w)  vertauscht,  wird  die  zu  A  conjugirte 
Form   genannt   und  im  Folgenden  stets  mit  A'  bezeichnet.     Man  hat 
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(^')'  -   U     (a^y  -  "■•'',     (••!  +  '<)'  -  A'  +  B\ 

■  ■ 

und  weiter 

{Ar>Cy=[{AB)C]'^C'{AB)=C'B'A\ 
allgemein 
(13)  {ABCD  ..)'==...  B'CB'A!. 

Ist  A  mit  B  vertauschbar,  so  ist 

{ABy  =  {BA)'  ^B'A'^  AB', 
und  somit  sind  auch  -1'  und   />"  vertauschbar. 

Eine  Form  heisst  symmetrisch,  wenn  sie  ihrer  conjugirten 
Form  gleich,  sie  heisst  alternirend,  wenn  sie  ihrer  conjugirten  Form 
entgegengesetzt  gleich  ist.  Das  Koefficientensystem  einer  symmetrischen 
Form  heisst  ebenfalls  symmetrisch  (7),  das  einer  alternirenden 
schiefsymmetrisch. 

Die  Form  AA  ist,  da  nach  (13) 

{AA:)'=^AA! 
ist,  symmetrisch.     Der  Koefficient  von  x,yi  in  AA!  ist  nach  (5) 

a?i  +  a?2  H h  «L; 

ist  daher  A  eine  Form  mit  reellen  Koefficienten,  so  ist  AA  nur 
dann  identisch  Null,  wenn  j  =  o 

ist.  Allgemeiner:  Sind  a.t  und  h,k  in  den  Formen  A  und  B  con- 
jugirt  complexe  Grössen,  so  ist  AB'  nur  dann  identisch  Null,  wenn 
A  identisch  Null  ist;  denn  der  Koefficient  von  a:.y,  in  AB'  ist 

a.i&.i  +  rt.2&,2  4- 1-  a.„6,n, 

und  dieses  ist  nur  dann  Null,  wenn  ^  =  0  ist. 

6.  Entsteht  das  System  6  aus  zwei  Systemen  5t  und  93  durch 
Composition,  sind  die  Formen  C,  A,  B  bez.  die  „Bilder"  der  Systeme 
C£,  2i,  S  (10),  so  besteht  entweder  eine  symbolische  Gleichung 

C^AB{C'==B'A), 
oder  eine  symbolische  Gleichung 

C=^AB'{C'^BA), 
oder  eine  symbolische  Gleichung 

C^  AB{C'=B'A), 

oder  eine  symbolische  Gleichung 

C  =  AB'{C'=^AB), 

eine  Bemerkung,  die  sich  leicht  verallgemeinem  lässt.  Betrachtungen 
über    die    Composition    von    Systemen  lassen   sich   auf  diese  Weise   in 
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solche  über  symbolische  Produkte  von  Können  verwandeln.  Wir 
haben  in  11  unter  2.  und  eben  hier  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Zusammensetzung  von  Formen  und  Systemen  einerseits  und  der  Zu- 
sammensetzung von  Formen  und  Suhstituiionen  andererseits  dargelegt. 
Aus  beiden  resultirt  ein  Zusammenhang  zwischen  der  Zusammen- 
setzung von  Substitutionen  iind  Systefnen,  den  man  sich  leicht  selbst 
herstellen  wird. 

Noch  eine  wichtige  Bemerkung  mtige  hier  Platz  linden: 
Bezeichnet  man  allgemein  das  System  der  Determinante  j  Ä  \  einer 
Form  A  mit  51,  so  kann  man  die  Koefficientensysteme  der  Formen 

A-\-B,    A-B,     AB,     const.^ 
symbolisch  bez.  mit 

31 -fö,     51-©,     5158,     const.5I 

bezeichnen.  Die  (symbolische)  Rechnung  mit  Formen  kann  dann  auch 
aufgefasst  werden  als  ein  symbolisches  liechnen  mit  Systemen:  5{  +  33 
heisst  die  Summe,  51  —  33  die  Differenz,  51S  das  Produkt  der 
Systeme  51  und  $8;  letzteres  ist  durch  die  Gleichungen 

Cik  —  ^g. tbn    (1  =  1,2  ..  .n) 

definirt.  U.s.w.  Ist  5193  =  2351,  so  heissen  die  Systeme  51  und  93 
vertauschbar;  doch  gelten  nicht  alle  Benennungen  über  Formen  zu- 
gleich für  Systeme;  z.  B.  nennt  man  die  Systeme  51  und  51'  gewöhn- 
lich nicht  coujugirt,  sondern  man  bezeichnet  51'  als  das  transponirte 
System  von  51.  Solche  Abweichungen  werden  besonders  hervor- 
gehoben, im  Übrigen  Vönnen  tvir  tins  nach  Obigem  auf  die  Bechnung 
mit  Formai  beschränken. 

b)  Division. 
12.  Wir  setzen 

X  =  ^Xjk  Xi  %jk     (i,  Je  =  1,2, .  .  .n) 

und  nehmen  an,  es  sei 

AXeeO-, 

alsdann  sind  die  7i^  Gleichungen  [vergl.  (5)] 

a,iXik  +  a,2X2k-i- h  ainX^k    (i,  it  =  1 ,  2,  .  .  .  n) 

durch  die  a;,*   erfüllbar,  wenn  wir  A   als  gegeben  annehmen;  es  muss 

^^^^^  |^i  =  0 

sein.  Ist  hingegen  A^='=0,  so  müssen  alle  Xik  Null  sein,  wenn  J.  X=Oist. 
Ist   AX{XA)  identisch  Null,   und    A     ist  nicht  Null,   so  ist  X 
identisch  Null. 
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Setzen  wir  in  der  Determinante  von  ^1 

adj.  a,i  —  a.t, 
80  heisst  die  Form 

A  '^'^aikXkVi     (/,  Ä:  =  1,  2,  .  .  .  n) 

die  adjungirte  Form  von  A.     Setzen  wir  weiter  ein  für  allemal 

80  ist  nach  (o)  i^i        -^ji 

(14)  ^A  =  A^  =  |^IJ£'. 

Ist  nun  I  -4  I  =  0,  so  giebt  es  keine  Form  X  derart,  dass 

(15)  ÄX  =  E    oder     XÄ  =  E 
ist;  denn  existirte  eine  solche,  so  wäre 

\ÄX\=^\E\,    |^|.|X1  =  1,    0-1X1  =  1. 
Ist  aber  Ä  ==  0,  so  genügt  nach  (14)  die  Form 

den   beiden   Gleichungen  (15),  aber  keine  andere  Form   Y.     Denn  aus 

..  .  AX=^E,    AY=E 

folgt 

^(x-r)  =  o, 


und  da  ]  J.  |  =i=  0  ist,  muss  nach  dem  obigen  Satze 


sein. 


x-r=o,    X  =  Y 


Die    durch    die   Determinante    j  A  \    dividirte    adjungirte    Form    A 

einer  gegebenen  Form  A  soll,  wenn  |  J.  j  =|=  0  ist,  die  reciproke  Form 

von  -4  heissen  und  mit 

A-^ 

bezeichnet  werden;  sie  ist  auch  durch  (15)  definirt. 

Wir  haben 
also  ist  ■  '  I      I      I   I  I      I      I        J 

(16)  \A-^\  =  \A\-\ 
Aus 

(17)  AA-'  =  E,    A-^A  =  E 

folgt  AA~'  =  A-'A; 

die  Form  A  ist  mit  ihrer  rcciproken  Form  vcrtauschhar. 
Die  Form  X  =  A  genügt  den  Gleichungen 

XA-'=^E,    A-'X  =  E, 

d.  h,  die  rcciprolie  Form  der  reciprdken  Form  ist  die  ursprüngliche  Form. 
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Femer  ist  wegen  (13) 

(ÄA-^y  =  {Ä-^yA'  =  E'  =  E, 

also  per  definit. 

(18)  (A')-^  =  (A-^y, 

d.  h.  die  rcciprokc  Form  der  eonjugirtai  Form  ist  gleich  der  cmijiigirten 
der  rcciproken  Form. 
Aus  AB  =  E  folgt 

A==B-\    B  =  A-\    BA^E,    AB  =  BA. 
Für  A  =  E  ergiebt  sich 

E  =  E-\    EE-^  =  E-^E  =  E. 
Femer  ist  für  jedes  A 

(19)  AE  =  EA  =  A. 

Sind  die  Determinanten  zweier  Formen  A  und  B  nicht  Null,  so 
ist  mit  Rücksicht  auf  (17)  und  (19) 

(AB)(B-^A-')  =  A(BB-^)A-^  =  AEA-^  =  AA-^  =  E] 
B~^A—^  genügt  also  der  Gleichung 

{AB)X  =  E 
und  ist  somit  die  reciproke  Form  von  AB]  in  Zeichen: 

(20)  (4jB)-i  =1^-1^-1; 
allgemeiner  findet  man  aus  (20) 

(21)  {ABCD  . . .)-'  =  •  •  •  D-'-C-^B-^A-K 
In  Worten: 

Ist  eine  Form  mit  nicht  verschwindender  Determinante  aus  mehreren 
Formen  zusammengesetzt ,  so  ist  ihre  Beciproke  aus  den  reciproJcen  Formen 
in  umgeTcehrter  Beilienfdlge  zusammengesetzt. 

13.  Aus  der  symbolischen  Gleichung 

B^SAT 
folgt,  wenn  '5,  und     T\  nicht  verschwinden,  nach  12 

JBT-i  =  SATT-'  =  SAE  =  SA 
imd  hieraus  analog  a  ^  o_i  ü/t^—i. 

geht  also  die  Form  A  durch  die  Substitutionen  S  und  T,  deren  Deter- 
minanten nicht  Null  sind,  in  B  über  (11),  so  geht  B  durch  die  Sub- 
stitutionen S-'^  und  T~'  in  A  über;  S~'  und  T~'  heissen  die  zu 
S  bez.  T  inversen  Substitutionen. 

Wir  nehmen  nun  1.  an,  es  sei  speciell  <S  =  T';  dann  folgt  aus 

,,Q,  B  =  T'AT 

wegen  (18): 
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A  =  {T')-'BT-'  ^  (T-'yBT-\ 

A  =  R'Bli. 

Geht  eine  Form  A  in  eine  Form  B  durch  zwei  Substitutionen  1' 
und  T  über,  und  daher  B  in  A  durch  zwei  Substitutionen  li'  und  i?, 
80  heissen  die  Formen  A  und  B  congruent  und  die  Veränderlichen 
Xi  und  y,  cogredient.  Man  sagt  dann  auch  wolil  kurz,  dass  A  in 
B  durch  die  Substitution  T  übergehe. 

Nun  nehmen  wir  2.  an,  es  sei  S=  ^""^;  dann  folgt  aus 

B  =  T-KiT, 
A=^TBT-^  =  R-'BB. 

Geht  eine  Form  A  in  eine  Form  B  durch  zwei  Substitutionen  T~^ 
und  T,  so  geht  auch  J!  durch  zwei  Substitutionen  JR~^  und  R 
in  A  über;  in  diesem  Falle  heissen  die  Formen  A  und  B  ähnlich, 
die  Veränderlichen  ic,  und  y,  contragredient.  Die  Substitutionen, 
welche  A  in  7>  überführen,  heissen  im  erst  aufgeführten  Falle  con- 
gruent (cogredient),  im  zweiten  Falle  contragredient.  Congruente 
Substitutionen  sind  von  der  Gestalt  (11) 

Vi  =  tny[+t„y',  +  ---+t^„i/J  <^*  =  1'  ^'  •  •  ■  ^)' 
ähnliche  dagegen  von  der  Gestalt  (11,  12) 

Xi  =  Sii  x'i-\-  S-iiX2-\ h  Sni  x'n 

\S\-yi  =  auy[  +  ^2.!/2  +  •  •  •  +  <?«. i/n 
wo 

6it  =  adj.  Sit     in     ^±  s^^s^^  .  .  .Snn  =  \S\. 
Aus  B  =  T'AT  folgt  nach  (13) 

B'  =  T'A'T. 

Geht  A  durch  die  cotigruenten  Transfonnationen  T\  T  in  B,  so 
geht  durch  dieselben  Transformatimicn  die  zu  A  conjugide  Form  in  die 
zu  B  conjugirte  Form  über. 

Aus  B  =  T'A  T  folgt  ferner  für  A' ^  A 

B'=  T'A'T  =  T'AT  ^B. 

Sind  die  Formen  A  und  B  congruent,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der 
einen  die  Symtneirie  der  anderen. 

Aus  B  =  T'AT  folgt  endlich  für  A'=^-A 

B'==  T'A'T ^-  T'AT=-B. 


(i  =  l,2,...n). 
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Sitid  die  Formen  A  und  li  amgruent,  und  eine  der  Formen  ist  alter- 
niretid,  so  ist  es  aueh  die  andere. 

Aelinliclie  Transformationen  2'~^,  T  führen  stets  E  in  sich  selbst 
über;  denn  mau  hat 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichung 

SET=E 
ST  =  E, 
S  =  T-\ 
Aehnlichc  Sidistitutionen  sind  also  durch  die  Eigenschaft,  E  in  sich  selbst 
ru  transformiren ,  vollständig  charalderisiH. 

Wir   machen   3.  die  Annahmen  1  und   2  gleichzeitig,   wir   setzen 
also 
(22)  S=T'=T-' 

voraus.    In  diesem  Falle  heisst  T  eine  orthogonale  Form,  und  man 
sagt  auf  Grund  der  Gleichung 

B=  T'AT=  T-^AT, 

dass  A  durch  die  orthogonale  Substitution  T  in  B  übergehe. 

Ist  T  eine  orthogonale  Form  (Substitution),  so  ist  auch  die  zu  T 
reciproke  Form  (inverse  Substitution)  eine  orthogonale  Form  (Sub- 
stitution).    Denn  man  hat  für  T—^=R  wegen  (22) 

T=R-\    R' =  {T-^y  =  T  =  R-\    R'=R-\ 

Ist  T'ET=E,  so  sind  die  Substitutionen  T'  und  T  nicht  nur 
congruent,  sondern  auch  ähnlich;  also  ist  T  eine  orthogonale  Sub- 
stitution, und  umgekehrt. 

Sind  S  und  T,  U  und  V  congruente  (ähnlicJie)  Substitutionen,  so 
gilt  das  Gleiche  für  die  Substitutionen  US  und  TV;  denn  es  ist 

Ä  =  r,   u=v',   us  =  v'T'  =  (Tvy, 

bez. 

S=T-\     U=V-\     US=V--'T-'^{Tr)-K 

Sind  T  und  U  orthogonale  Formen,  so  ist  auch  TU  (UT)  eine 
ortliogonale  Form.     Denn  man  hat 

T'=T-\     U'=  U-\    {TUy=  U'T'=  U-^T-^=={TU)-\ 
Besteht  endlich  4.  eine  symbolische  Gleichung 

B'=T-^AT, 
so  folgt  aus  ihr 

6  TB'T-^^A, 


A'=T'-'BT 


Symbolisches  Uechuen  mit  bilinearen  Formen.  31 

Ist  die  zu  B  conjugirte  Form  zu  A  Uli nl ich,  so  ist  aucli  die  zu  A 
conjugirte  Form  ähnlich  zu  />'.  Tn  diesem  Falle  nennen  wir  die 
Formen  A  und  Ji  duale  Formen;  die  Variabelen  Xt  und  t/,  heissen 
aucli  hier  contragredient.     Sind 

A  =^ci ,  k  Xi  yjt ,    B  —^b,  i  x\  y'k 
duale  Formen,  so   geht  -l  in  7j  durch  Substitutionen  von  der  Gestalt 

Xi  =  Sil  !/i  +  S,2  t/2  + h  SinV'n 

\S\-y,  =aiix\-{-  (7,2  x'äA h  6i„  x'„ 

über;  dies  geht  aus  dem  unter  1  oben  Gesagten  und  daraus  hervor, 
dass  Ji'  in  B  durch  Vertauschen  der  rrj  und  y-  übergeht. 

14.    Sind    A    und    B   zwei    vertauschbare    Formen,    so    hat    man, 
wenn  j  i>  [  ==  0  ist, 

AB-'={B-'B){AB-')  =  B--'{BA)B-' 

=^B-'{AB)B-'=B-^A, 
und  somit  sind  auch  A  und  i>*~^  vertauschbar.     Wir  setzen  dann  mit 

Frobenius*  die  Form  . 

(23)  .41^-1=  7i-^4  =  -| 

und  nennen  dieselbe  den  Quotienten  der  Formen  A  und  B.  Das 
Zeichen  des  Quotienten  kann  nur  dann  angewandt  werden,  wenn  A 
und  B  vertauschbare  Formen  sind,  da  sonst  eine  Unbestimmtheit  ein- 
träte.    Man  hat  wegen  (6)  und  (16) 

\AB-^  =  \A\-\B-''\^\A\-\B\-\ 


A\^\ÄA 
B    ~    B 


(24) 

Schliesslich  wird  wegen  (13)  und  (18)  mit  Rücksicht  auf  11,  5 
{AB--")' =  iß-')' A!  =  (B')-'A'=  A'{B')-' 

c)  Rationale  Funktionen  einer  Form. 
15.  Die  Form,    die    entsteht,    wenn    eine   Form  A  n-mal  mit  sich 
selbst     zusammengesetzt     wird,     soll     mit     A"     bezeichnet    und    die 
n**  Potenz  von  A  genannt  werden.    Wegen  (12)  hat  man 
(26)  A^A""  =  A"'  A"  =  A'"  + " ; 

setzen  wir  noch  4^  =  E 

so  bleibt  (26)  auch  richtig,   wenn  m   oder   n    einzeln   oder  gleichzeitig 
Null  sind,  wie  aus  (19)  hervorgeht. 

•  Grelle 's  Jouru.  (78)  Bd.  84,  S.S. 


32  §2,  15-16. 

Vorstehendes  bleibt  auch  für  eine  Substitution  S  giltig.  Die 
Substitution,  welche  man  ilurch  *i- maliges  Zusammensetzen  einer  Sub- 
stitution S  mit  sich  selbst  erhält,  lieisst  die  w'°  Potenz  der  Sub- 
stitution S  und  -wird  mit  S"  bezeichnet,  u.  s.  w.  Diese  Bemerkung 
wolle  man  auch  beim  Folgenden  berücksichtigen. 

Ist  |.4|«i»0,  so  entsteht  dadurch,  dass  man  Ä~^  »i-mal  mit  sich 
selbst  zusammensetzt,  eine  Form,  die  wir  mit  A—'*  bezeichnen  werden. 
Die  Formel  (26)  gilt  auch  für  negative  Exponenten;  da 

AÄ-^  =  A-^A  ^  E 
ist  (12),  so  gilt  aber  auch  die  Formel  (26)  dann,  wenn  die  Exponenten 
m  und  n  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Für  ein  beliebiges  n  ist  ferner 

Ist  a  eine  Konstante,  so  hat  man  endlich 

(aA)"  =  a^A". 
Nun  sei 

9W  =  «0+  »1^  +  «2^"H \-  ««^'' 

eine  ganze  Funktion  von  X.     Die  Form 

üqA^  +  a^  A''  +  «2^2  _^ 1-  a«^" 

heisst  alsdann  eine  ganze  Funktion  »'"^"^  Grades  von  A  und  wird 
mit  g(A)  bezeichnet  werden. 

Da  nach  (13)  (A'')'=  (A'y 

ist,  so  ergiebt  sich^(^')  als  die  conjungirte  Form  von^(^);  in  Zeichen 

[9{A)y^giA'). 

"Wegen  (26)  folgt  aus  dem  Satze  in  11,  4,  dass  jede  ganze  Funktion 
g{A)  von  A  mit  jeder  ganzen  Funktion  h(A)  von  A  vertauschbar  ist. 
Ist  die  Determinante  von  h{A)  nicht  Null,  so  heisst  der  Quotient  (14) 

9{Ä) 
HA) 

eine  rationale  Funktion  von  A  und  wird,  wenn 

gesetzt  wird,  mit  f{A)  bezeichnet. 

16.  Die  Determinante         \jjpj a\ 

heisst  die  charakteristische  Determinante  (Funktion)*  der 
Form  A  (der  Substitution  A,  des  Koefficientensystems  von  A).  Sie 
ist  eine  ganze  Funktion  genau  w**°  Grades  von  A;  man  kann  daher 

•  Von  FrobeniuB    nach    Cauchy,  Mem.  sur   l'integration    des    ^quations 
lineaires,  Exercises  d'analyse  et  de  phyB.  mat.  (40)  tome  I,  p.  53  so  genannt. 
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q>{X)  ^-IXE  -  Ä\^  {k  -  X,)a  -  X,)  .  .  .  {X  -  A,) 
setzen,    wenn    >lj,  X.j,  .  .  .  A,    die    Wurzeln    der    charakteristischen 
Gleichung  ... 

von  Ä  bedeuten,  jede  so  oft  gerechnet,  als  ihre  Ordnungszahl  angiebt. 
Ist  weiter 

g{X)  =  OoA'"  +  «,  A—  ^  +  •  • .  +  a,„  =  a(a,  _  A)  (^j  -  A)  .  .  .  {^i,,,  -  X) 

eine  ganze  Funktion  tn^""  Grades  von  A(ao=j=0),  so  wird 

g{A)  =  a,A"'  +  a, Ä'"-^  +  •  •  •  +  a„,Ä'  =  a{^,E  -  A)  .  .  .  {^„,E  -  A), 

nach  (G)  also  unter  Berücksichtigung  der  letzten  Gleichung  in  11,  1 

\g{A)\.=  a''\^,E-A\-\^,E-A\ \fi,nE-A\ 

=  a(iUi  —  Xj)  .  .  .  {^,„  —  AJ  .  .  .  a{fii  —  A„)  .  .  .  (a„.  —  An) 
-g{X,)g(X,)...g{X^). 

Ist  /j(A)  ebenfalls  eine  ganze  Funktion  von  A,  so  ist  nach  der 
letzten  Gleichung 

h{A)  =  h{X,)h{X.-;)...h{X,). 
Setzen  wir  wieder 

90  wird,  wenn  |A(-4)|=j=0  ist, 

f(A)  =  ^-^ 
'^^       h{A) 

eine  rationale  Funktion  von  A  (15).     Nun  ist  aber  nach  (24) 

und  somit 

Nun  betrachte  man  die  rationale  Funktion  (15) 

von  A  und  wende  auf  dieselbe  die  Gleichung  (27)  an.    Man  erhält: 

i  >t^  -  fW  I  =  [^  -  f{h)]  V-  -  f{h)]  '■•[^-  /•(An)]; 

in  Worten: 

Sind  Aj,  Aj,  .  .  .  A;,  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
von  -4,  so  sind  /"(Aj,  /"(Aj), . .  .  f{Xn)  die  der  charakteristischen  Gleichung 
einer  rationalen  Funktion  f{A)  von  A* 

*  Vergl.  ausser  Frobenius,  1.  c,  Borchardt,  Crelle's  Joum.  (46)  Bd.  30, 
S.  41. 

Math,  ElcmcntartbcUer.  « 


34  §*-.  17. 

17.  Sind    mehrere    Formen  yl,  B,  C,  .  .  .  gegeben,   so   heissen  die- 
selben unabhängig,  wenn  eine  Gleichung 

o.4  +  &i>'  +  cC+  •••  =  0 

erfordert,  dass  a  =  6  =  c  =  •  •  •  =  0  ist;  im  gegentheiligen  Falle  heissen 
sie  abhängig.  Es  giebt  gerade  n"  unabhängige  bilineare  Formen  von 
2n  Variabelen  x,,  y,.  Daher  können  die  Potenzen  einer  Form  nicht 
alle  unabhängig  sein.     Angenommen,  die  Formen 

u4°,  A\...  A"-' 
seien  unabhängig,  aber  äp  von  ihnen  abhängig;  es  sei  also  etwa 

(28)  ^  (Ä)  =  öo^o  +  a,  yl^  +  ao^2  ^  •  •  •  +  a^Ai'  =  0, 

wo  a^  =!=  0  ist,  aber  üq,  a^^ .  . .  ap—i  zum  Theil  oder  sämmtlich  Null 
sein  können.  Nun  setze  man  die  Form  ipiA)  mit  A^  zusammen;  es 
kommt  wegen  (7) 

(29)  a^A^  +  01^«?+^  +  •  •  •  +  apAP-^Q  =  0  (9  =  0,  1,  2, .  . .); 
betrachte  die  Reihe 

die  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  l  convergirt,  und  multiplizire 
dieselbe  mit  der  ganzen  Funktion  p^^^  Grades 

ipik)  =  aQ-\-  üyX  +  a^X^ -\-  •  •  •  +  ttpXP. 

Dann  heben  sich  wegen  (29)  die  negativen  Potenzen  von  X  weg,  und 
S-t^(/l)  wird  eine  bilineare  Form,  deren  Koefficienten  ganze  Funktionen 
(2)  —  1)**''  Grades  von  X  sind.  Insofern  diese  Form  von  X  abhängt, 
wollen  wir  sie  mit  Cr(X)  bezeichnen;  es  ist  also 

St{^)  =  G{X), 

S  =  ^^^^  - 


.pii) 


Der  rationale  Bruch   — 7;^-  ist  irreducibel.     Denn  wäre 

c   __  GQ-)  ^  B{X) 

wo  x{7.^  vom  Grade  q*^p  ist,  so  wäre 

und  da  hier  rechts  eine  ganze  Funktion  von  X  steht,  muss  dies  auch 
links    der  Fall  sein.     Dazu  ist   erforderlich   und  hinreichend,   dass  der 

Koefficient  von  -r-  links  verschwindet;  dann  genügte  aber  die  Form  A 

einer  Gleichung  2*"^°,  also  niedrigeren  als  jp*®"  Grades,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 
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und  daher 

oder  (12) 

f30)  S 

wo 


(j£_^)-._4_"+4  + 


(-  iyF{x)  - 


und 


«11  -  ^       «12 


rt<,,  —  X 


flln 
02  n 


qp(;.)' 

2/i 

2/2 


a«i 


(-!)>« 


«11  ~  ^        «12  •  •  •  • 


•  .  rtli 
.   •  «21 


dm 


ann  —  ^ 


=  \A-XE\ 


zu  setzen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  rp{X)  bestimmen.     Nun  ist  doch 


S  = 


F(l)        GH) 


wo    der    zweite    Bruch    irreducibel  ist;    der   grosste    gemeinschaftliche 
Theiler  von  F(X)  und  (p{X)  heisse  '9"(A);  dann  ist 


=  ^(A). 


Damit  aber  die  bilineare  Form  F(X)  durch  ^^(A)  theilbar  sei,  muss 
jeder  ihrer  n- Koefficienten  durch  d-(X)  theilbar  sein,  da  die  Xi,  iji  un- 
bestimmte Grössen  sind;  &{X)  ist  daher  der  grösste  gemeiiischaftliche 
Theiler  aller  Subdeterminanten  {n  —  1)*^°  Grades  von  (p{X),  und  somit  ist 

rp{l) 


H^)- 


&iX) 


der  n**  Elementartheiler  der  Determinante  ' XE  —  A\(A).    Es  gilt  also 
der  Satz: 

7)   Ist    7p  (X)   der   n"'  Elementartheiler  der  charakteristischen   Deter- 
minante einer  bilincaren  Form  von  2w  Variahelcn  Xi,  t/,,  so  ist 

rp{A)  =  0 
die  Gleichung  niedrigsten  Grades,  der  die  Form  A  genügt* 


•  Frobenius,  1  c.  S.  12;  SB  1896,  S.6Ü1;  E.  Weyr,  Monatsh.  für  Math,  und 
Phye.  (89)  Bd.  I ,  S.  187. 

3» 


36  §2,17. 

Eine  Wurzel  der  Gleichung  rl'(X)  =  0  ist  auch  eine  Wurzel  von 
der  Gleichung  y(>l)  =  0;  es  ist  aber  auch  umgekehrt  jede  Wurzel  von 
(jp(A)  ==  0  eine  Wurzel  von  ^(;,)  =  0  (6,  c). 

Da  ferner 
ist,  so  wird  'pW  =  H^)H^) 

tp{A)  -  ^iA)HA)  -  0. 

Fs  ist  aho  stets  ,  .^      ^  ^ 

(p{Ä)  =  0  * 

Sind  f(l)  und  g(?.)  zwei  ganze  Funktionen  von  X,  und  ist  7i(X) 
ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler,  so  kann  man  bekanntlich  zwei 
ganze  Funktionen  F(X)  und  G(k)  von  A  so  bestimmen,  dass 

ist.     Mithin  hat  man 

f{Ä)G{Ä)-g(Ä)F(Ä)^h{A). 

Nun  nehme  man  g{X)  =  rp{X)  und  setze  voraus,  dass 

sei.     Dann  folgt,  da  i'{Ä)  =  0  ist,  aus  der  vorletzten  Gleichung 

h{Ä)  =  0. 
Da  aber  i'{A)  =  0  die  Gleichung  niedrigsten  Grades  ist,  der  Ä  genügt, 
so  muss  i>{X)  =  const.  h(l)  sein: 

Wetm  A  einer  Gleichung  f{A)  =  0  genügt,  so  ist  f{X)  durch  ipiX) 
theilbar*'-^ 

Ist  /-(A)  =  ||j  und  f{A)  =  0,  so  ist 

da  h(Ä)~^  nicht  Null  ist  (12);  nach  dem  letzten  Satze  ist  also  dann 
g{k)  durch  qp(A)  theilbar. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgern  wir  noch: 

8)  Ist  f{A)  =  0  eitle  Gleichutig,  der  A  genügt,  und  f{X)  =  0  eine 
Gleichung  ohne  mehrfache  Wurzeln,  so  hat  die  charakteristische  Funktion 
von  A  lauter  litieare  Flementayiheiler.*** 

Da  nämlich  nach  jenem  Satze /"(A)  durch.  ip{l)  theilbar  ist,  so  hat  auch 
ti'(A)  =  0  keine  mehrfache  Wurzeln;  nun  ist  aber  ^(A)  der  w*^  ET  von 
'.  XE  —  A\^  enthält  also  die  ET  höchster  Potenz  dieser  Determinante 
als  Faktoren  (6,  c);  daher  müssen  alle  ET  von  \XE  —  A\  linear  sein, 
w.  z.  b.  w. 


•  Die  umfangreiche  Literatur  über  diesen  Satz  findet  man  zusammengestellt: 
Encyklop.  der  math.  Wissenschaften,  Leipzig  1899,  Bd.  I,  S.  171,  Anm.  23.    Obiger 
Beweis  desselben  nach  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (78)  Bd.  84,  S.  13. 
*•  Frobenius,  1.  c. 
••*  Frobenius,  I.e.,  S.  26. 
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d)  Quadratwurzeln  aus  Formen.* 
18.  Sei  wieder  rif(X)  eine  ganze  Funktion  ;)**""  Grades  der  Veränder- 
lichen ).,  die  für  die  Werthe  a,  b,  c, .  .  .  von  X  verschwindet,  etwa 
rl>{X)  =  const  {l  -  ay{X  -  hy{l  -  c^  •  •  •, 

a  +  ß  +  y-\ =-  p 

ist:  femer  seien  r^ix      /-»/i\       r»/i\ 

ganz  beliebige  gegebene  ganze  Funktionen  von  X.  Nun  entwickele  man 
-.,}  nach  steigenden  Potenzen  von  X  —  a\  es  sei  dann 

(l-a)"         (l-a)"-^  "^   i-a 

_  ^  +  Aa-«)4--+^°-ia-a)°-^  _    M^) 

(1  -  a)"  (A  -  a)« 

das   Aggregat   der   mit   negativen  Exponenten  versehenen   Glieder   der 

Entwickelung.     Analoge  Bedeutung  habe  -^  für  die  Entwickelung 

G  (l)  v-~^) 

von  — -rJz  nach  Potenzen  von  X  —  h  u.  s.  w.     Dann  wird 

eine  ganze  Funktion  Q)  —  1)*®°  Grades  von  A.  Die  Entwickelung 
von  xiX)  nach  Potenzen  von  X  —  a  stimmt  in  den  a  ersten  Gliedern 
mit  der  Entwickelung  von 

(i  — a) 

nach  Potenzen  von  A  —  a  überein;  Analoges  gilt  für  die  Entwickelung 
von  %{X)  nach  Potenzen  von  X  —  h,  X  —  c  u.  s.  w.     Nun  ist 

wo  Ii(X)  das  Aggregat  der  mit  positiven  Exponenten  versehenen  Glieder 
der  Entwickelung  von  — ^y  vorstellt;  daher  stimmt  die  Entwickelung  von 

FiX)  =  A(X)-^^  +  RiX)iiX) 
(i  — a) 

nach  Potenzen  von  X  —  a  ebenfalls  in  den  a  ersten  Gliedern  mit  der- 
jenigen von  A(^X) — -^  überein;  es  ist  also,  da  für  die  Entwickelung 
von  G(X)^  H{X), .  .  .  nach  Potenzen  von  X  —  h,  X  —  c, .  .  .  Analoges  gilt, 


•  Vergl.  zu  diesem  Abschnitt:   Frobenius,   lieber  die  cog.  Transf.  der  bil. 
Formen,  SB  1896,  S.  7flg.,  §1. 


38  §  2,  18-19. 

(30         x(&)  =  G(h),     x'ih)  =  (r'(/;),  .  .  .  x^,^-^)(b)  =  G0*-^)(6), 


Angenommen  O-(A)  sei  eine  ganze  Funktion  Q)  —  1)**"^  Grades 
von  A,  die  auch  die  durch  die  Gleichungen  (31)  ausgedrückte  Eigen- 
schaft habe;  dann  ist 

X{a)  -  »(a)  ==  ;t'(a)  -  ^(a)  = =  x^"-^)(a)  -  ^i<^-^){a)  =  0, 

u.  s.  w.;  j^(A)  —  O'(A)  ist  also  durch  (A  —  ay,  {X  —  b}"^,  .  .  .,  mithin  auch 
durch  t/;(A)  theilbar;  xW  —  ^i^-)  i^^  ^^er  nur  {p  —  1)*«"»  Grades,  daher 

xW-»ß)  =  o, 
x{^)  =  H^) 

sein  muss.  Es  giebt  also  nur  eine  Funktion,  welclie  die  Eigenscliaft  (31)  hat. 
19.  Man  setze  jetzt  a,b,  c^ . .  .  von  Null  verschieden  voraus,  wähle 
das  Vorzeichen  von  Ya,  {Vb,  ]/c,...)  beliebig,  aber  ein  für  allemal 
fest,  und  entwickele  |/A  nach  steigenden  Potenzen  von  X  —  a  {X  —  b, 
X  —  Cj...)  in  eine  Reihe,  die  mit  |/a,  (]/&,  ]/c,  .  .  .)  anfangt.  Das 
Aggregat  der  ersten  a  (/3,  y,  ■  ■  .)  Glieder  dieser  Reihe  bezeichnen  wir 
mit  F(X)[G{X),  H{X),  .  .  .].     Setzen  wir  1/1=  co(X),  so  ist  also 

(  co(a)=F{a),     a'{a)=F'{a),  . .  ,  ö(«-i)(a)  =i^(«-')(a), 
(32)        (p(6)  =G(&),     a>\b)=G'{b),  . .  .  (a(«-')(6)  =  G(fi--')(b), 

u.  s.  w.  Jetzt  bilden  wir  mit  den  eben  gewählten  ganzen  Funktionen 
F(X)y  G{X)j .  .  .  die  Funktion  xW  ^^  oben  angegebener  Weise.  Dann 
wird  wegen  (31)  und  (32) 

Xia)  =  «(a),     x'(a)  =  <o'{a),  .  . .  x^^-'Kc^)  =  <o^"-'Ka), 

xib)  =  «(&),    x'(&)  =  "'(&),  •  •  •  x'''-'Kb)  =  coi^-'Kh), 

u  8.  w.  Entwickelt  man  daher  x{^)  —  «(A)  nach  steigenden  Potenzen 
von  X  —  a  (X  —  6,  X  —  c, .  . .),  so  fallen  die  a(/3,  y, .  .  .)  ersten  Glieder 
weg.  Daher  ist  die  ganze  Funktion  ;f(A)  — a3(A)  durch  {X  —  a)"  [(X  —  by, 
{X  —  cy,  .  .  .]  theilbar,  also  auch 

IX(X)  +  (o(A)]  [x{X)  -  <o{X)]  =  xW-  <o(Xy=  x(A)2-  A; 
die  ganze  Funktion 

ist  durch  rp{X)  theilbar. 

Nun  sei  A  eine  beliebige  bilineare  Form  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  |  J.  |  •,  die  Gleichung 
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besitzt  dann  keine  Wurzel  X  ^  0,  also  auch  nicht  die  Gleichung  ^i'(A)  =  0, 
wenn  il'{Ä)  =^  0  die  Gleichung  niedrigsten  Grades  bedeutet,  der  die 
Form  A  genügt  (17).  Wir  können  also,  dieses  tl>(k)  oben  zu  Grunde 
legend,  eine  ganze  Funktion  xi^Y ^  ^  ^^  bestimmen,  dass 

wird,  wo  auch  t(A)  eine  ganze  Funktion  von  A  vorstellt.  Da  aber 
i\A)  =  0  ist,  so  wird 

x{Äy-Ä^o, 

(33)  ZW  =  ^. 

Eine  beliebige  der  auf  diese  Weise  durch  bestimmte  Wahl  der  Vor- 
zeichen der  Wurzeln  j/a,  ]/&, . . .  erhaltenen  ganzen  Funktionen  von  x(-4) 
von  A  nennen  wir  mit  Frobenius  eine  Quadratwurzel  aus  der 
Form  ^  und  setzen  symbolisch 

(34)  xU)=Ai  =  VÄ. 

20.  Wir  wollen  jetzt  einige  Eigenschaften  der  symbolischen  Wurzel- 
ausdrücke herleiten.     Zunächst  ist  wegen  (6) 

\x{Ay\  =  \x(Ä)r', 

also  wegen  (33) 

\X{A).'=\A\,     \xiA)\^±V-jri 
oder 

(35)  \Al\=^±\Ah. 

Die  Determinante  von  YA  ist  also  niemals  Null. 
Die  conjugirte  Form  von 

x{Ay=  A 

ist(lo)  x{A'y=Ä\ 

^"^'^  X{A')=VJ' 

"""^  h(A)y=(VÄy=xU')-^VÄ'. 

Unter  den  verschiedenen  Ausdrücken  für  YA'  ist  also  sicher  einer, 
welcher  der  Gleichung 

(3G)  VÄ'^iV^iy 

genügt,  und  unter  den  verschiedenen  Ausdrücken  von  (VA)'  einer,  der 
gleich  yÄ  ist. 

Im  gleichen  Sinne  gilt  die  Gleichung 

(37)  YA^"^  =  (]/2)-^  =  A-k. 

Es  folgt  nämlich  aus  x  (^)*  =  A  nach  (20) 

[x{A)-^f  ==  A-\ 
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Ferner  findet  man  mit  Hilfe  von  (37),  (18)  und  (36) 

^A-\  y=  [{VA)-']'-  [{VÄ)']-'  =  {Vä')-\ 

(38)  (Ä-\y=A'-\. 
Schliesslich  hat  man  wegen  (16),  (37),  (35) 

U-t|  =  I  (yi)-'  \^\yÄ\-'  =  ±\Ä\-\, 

U-5|-±U|-2. 

e)  Differentiation.* 
21.  Die  Koefficienten  einer  Form 

A  =^nikX,  yk  (?",  Ä;  =  1 ,  2, .  .  .  m) 

seien  Funktionen  eines  Parameters  A;  dann  ist  das  Difi'erential 

dA  =^{daik)Xiyk 

ebenfalls  eine  bilineare  Form;  ferner  ist 

^        ^         ^  cVi     öx.      ^    dy.        dx.      ^  dy.       dx- 
oder 

(39)  d{AB)  =  (dA)  B  +  A(dB). 
Daher  ist 

d(A')  =  {dA)A  +  A(dA), 
d{ABC)  =  (dÄ)BC-^A{dB)C  +  AB(dCf), 

d(^«)  =  {dÄ)A''-'  +  A(dA)A''-^  +  A\dA)A''-^+--' 

+  A''--'{dÄ). 
Femer,  wenn  wieder  E  =  x^y^-\-  •  ■  •  -\-  x^yn, 
d{A'')=^dE==0, 
also  wegen  (38),  wenn    A  ==0  ist, 

0  =  d{AA-')  =  Adi^A-^)  +  {dA)A-\ 

und  schliesslich  ./ .    n  a    ^,JA\A    ^ 

d{A-')  =  —  A-^{dA)A-'\ 

z.B.  ist,  wenn  die  a,;-   von  k  unabhängig  sind, 

d{XE  -  Ä)-'  =  -  {IE  -  A)-Ul{XE-  Ä){XE  -  Ä)-', 

(40)  d{XE  -  A)-'  ^-{XE-  A)-'-dX. 

Für  das  symbolische  Rechnen  mit  Systemen  (11)  sei  bemerkt,  dass, 
wenn  5(  das  System  von  A,  unter  d%  das  System  von 

'^(daa)Xiyk 
zu  verstehen  ist.  "^ 


•  Frobenius,  Crelle'a  Joum.  (78)  Bd.  84,  I.e.  §4. 
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f)  Zorlegbaro  Formen.* 

22.  Kommen  die  Vuriabelen  Xa,  Xp  .  .  .  in  der  Form  A  nicht  vor, 
so  kommen  sie  auch  nicht  in  der  Form  Ali  vor,  also  auch  nicht  in 
ABC jAIiCD.  Wenn  die  Veränderlichen  ijaV-t-.-  in  J>  fehlen,  so  fehlen 
sie  auch  in  CJf,  in  liCJ),  in  ABCD.     Allgemein: 

a)  In  einem  sifmholisclicn  Produkte  fehlen  die  Veränderlichen  a:,-, 
welche  im  ersten  Faktor,  und  die  Verämlerliclien  t/*,  tvelche  im  letzten 
Faktor  nicht  auftreten. 

Eine  Formel  heisst  zerlegbar,  wenn  sie  ein  Aggregat  von  Formen 
Ai,  A^,  •  ■  •  ist,  von  denen  keine  zwei  eine  Variabele  gemein  haben, 
^j,  ylj,  .  .  .  heissen  die  Theile  der  zerlegbaren  Form  A.  Für  die 
Entwickelungen  und  Sätze  über  zerlegbare  Formen,  die  wir  nach- 
stehend geben,  ist  es  erforderlich,  dass  jeder  Theil  einer  zerlegbaren 
Form,  wofern  er  nicht  an  und  für  sich  von  gleichviel  Veränderlichen 
Xi  und  iji  abhängt,  durch  Hinzufügen  von  Gliedern  mit  Koefficienten 
Null  zu  einer  Form  gemacht  wird,  für  welche  dieses  zutriflt.  —  Z.  B. 
ist  die  Form 

von  2  •  3  Veränderlichen  a\,  a*,,  2*3  und  ?/, ,  ?/o,  y^  in  die  Theile 

zerlegbar.    Nach  der  eben  getroÖ'enen  Bestimmung  müssen  wir  sie  als 
eine   von  2-4  Variabelen   abhängige  Form  auffassen;   denn  wir  haben 

zu  setzen,  so  dass  bei  passender  Bezeichnung  der  Variabelen 

(41)     A  =  x^y^-^  Ox^y.  +  x,y^  +  Oa-gt/j  +  Oa-gT/g  -f  0x32/4  +  x^y^  -f  x^y^ 
wird.  —  Die  Form  E  =  x^y^  +  x.,y^  +  •  •  ■  -\-x„yn  ist  u.  A.  in  die  Theile 

zerlegbar.  '         ^-^^        -        -^-' 

Ist  A  in  die  Theile  Ai,  A^,  ■•  ■ ,  B  in  die  Theile  B^,  I>*o,  . . .  so 
zerlegbar,  dass  Ai  dieselben  Variabelen  enthält,  wie  5,(»  =  1,  2,  , . .), 
80  heissen  A  und  Ji  in  derselben  Weise  zerlegbar.  E  ist  ebenso 
zerlegbar,  wie  jede  andere  zerlegbare  Form.     Sind 

A=^A„    i?=2^e    (9  =  1,2,...) 

in  derselben  Weise  zerlegbar,  dann  ist  für  q  ==  a 

*  Frobenius,  1.  c.  §  6. 
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weil  in  7>„  alle  Variabelon  fehlen,    die  in  .-1^,  auftreten.     Daher  ist  mit 
Rücksieht  auf  (8) 

Aß^^A,B,     (^  =  1,2,...), 

und   A^Bg   enthält   nur   Veränderliche,    die    in  A^J    und    B^,    auftreten. 
Allgemeiner  hat  man: 

b)  Sind  mehrere  Formen  i)i  gleicher  Weise  zerlegbar,  so  ist  ihr 
Prodiüd  in  derselben   Weise  zerlegbar. 

Ist  A  =  A^-{- A^,  so  ist 

(42)  |^|  =  |^J.M,|;* 

allgemein : 

c)  Bie  Bcterminante  einer  zerlegbaren  Form  ist  das  ProduJct  der 
Determijianten  ihrer  T heile. 

In  obigem  Beispiele  (41)  ist  nicht  nur  die  Determinante  |  A  \ 
4**'*  Grades,  sondern  es  sind  auch  die  beiden  Determinante  2'®'*  Grades 
\A,\,\A,\  NuU. 

Jede  von  Null  verschiedene  Determinante  q^'^^  Grades  des  Systems 
von  1^1,  deren  System  nicht  den  Systemen  von  |  A^  \  und  |  A^  \  an- 
gehört, ist  das  Produkt  einer  Determinante  (p  —  ö)*®'^  Grades  des 
Systems  von  |  yl,  j  und  einer  Determinante  6^^^  Grades  des  Systems 
von  !  Jg '.  Ist  also  r^  (r,)  der  Rang  von  |  ^^  [  (j  A^  ),  so  giebt  es 
(mindestens)  eine  Subdeterminante  (r^  -f  rg)*®"  Grades  von  |  J.  I,  die 
nicht  Null  ist,  aber  keine  höheren  Grades;  daher  ist  der  Rang  von  \A\ 
gleich  r^  +  r^\  allgemein: 

d)  Der  Puing  des  Koefficientensystems  einer  zerlegbaren  Form  ist 
gleicJi  der  Summe  der  Bangzahlen  der  Koefficientensystemc  ihrer  Theüe. 

Ist  A  zerlegbar,  so  ist  E  und  daher  auch  iE  —  A  in  derselben 
Weise  zerlegbar;  also  gilt  der  Satz  (^Satz  c  oben): 

e)  Die  charakteristische  Fmiktion  einer  zerlegbaren  Form  ist  das 
Produkt  der  charakteristischen  Funktionen  ihrer  Theile. 

Ein  System  51  heisst  zerlegbar  in  die  Theile  S(j,  %^,...,  wenn 
das  Bild  A  des  Systems  2t  in  die  Theile  A^,  A^y  .  .  .  zerlegbar  ist, 
wo  A^j  A^,  .  .  .  bez.  die  Bilder  von  U^^SH^,  .  .  .  sind.  Die  Sätze  b)  —  e) 
gelten  nicht  nur  für  Formen,  sondern  auch  m.  m,  für  Systeme. 


•  M-l  bedeutet  die  Determinante  der  Form  Ä-,  betrachtet  als  Form  der  in 
ihr  auftretenden  2m.  Variabelen,  wenn  Ä  von  2n,  .4,  von  2?«, ,  A^  von  2m^ 
Variabelen  abhängt,  und  m^ -\- m^  =  n  ist.  Analoges  gilt  bei  mehr  als  zwei  Theil- 
fonnen. 
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§  3.  Systeme  mit  fjanzziilili^en  Elemente«. 

23.  Wir  betrachten  in  dieaem  l/anigraplien  nur  solche  Systeme, 
deren  n'  Elemente  «a  ganze  i^ositivc  oder  tuyativc  Zahlen  bez.  Null  sind. 
Dem  entsprechend  treten  hier  nur  Formen  mit  ganzzahligcn  Kocfficienkn 
auf  (10  zu  Anfang). 

Geht  eine  solche  Form  yl  =  ^a, t  a;,  y*  (/, /j  =- 1,  2, .  .  .  w)  durch 
die  linearen  Substitutionen 

Xi  =  Su xi  +  52,- Xa  H f-  S„.  a:',  ) 

yi=tny[+  ^.22/;  +  •••  +  «,„!/',  1  ^'  ~^  ^'  ^'  •  •  ■  "^ 

mit  ganzzahligen  Koefficienten  s,*,  t^k   in  eine  Form 

B=^bitx:y     (j,Ä;  =  l,2,...n) 

über,    so    sagt    man,    dass    die    Form    B    unter   der   Form  Ä  ent- 
halten sei.     Setzt  man 


S  =^SikXiyk 


{i,lc  =  \,2,...n), 


so  wird  symbolisch,  wenn  wir  in  1}  für  a;l,  y\  bez.  a:,,  y,  schreiben  (11) 

^°^  \B\^\S\-\A\-\T\. 

Das  Koefficientensystem   von  J5   ist   aus   denen   von  *S,  A,  T  in  ganz 

bestimmter  Weise  zusammengesetzt  (11). 

Entsteht  ein  System  mit  ganzzahligen  Elementen  aus  zwei  oder 
mehreren  ebensolchen  Systemen  durch  Composition,  so  heisst  dasselbe 
ein  Vielfaches  jedes  der  Systeme,  aus  denen  es  zusammengesetzt  ist. 
Nach  dem  eben  Gesagten  gilt  der  Satz: 

Ist  eine  Form  B  unter  einer  Form  A  enthaltest,  so  ist  das 
Koefficientensystem  von  B  ein  Vielfaches  desjenigen  von  A.  Umgekehrt 
hat  man  aber  auch  den  Satz: 

Ist  ein  System  von  w"  Elementen  hik  ein  Vielfaches  eines  Systeyns 
von  n'  Elementen  an,  so  ist  die  Form: 

B  =^^bikXiiß 
unter  der  Form  A  =  ^a,  i  Xi  yk  enthalten. 

Nach  Artikel  11,  6  ist  nämlich  B  (bei  richtiger  Bezeichnung  der 
Veränderlichen)  dann  ein  symbolisches  Produkt  von  der  Gestalt 

B==KL...AÜV...; 
es  wird  also  für 
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d.  h.  B  ist  unter  A   enthalten,  w.  z.  b.  w.     Aus   diesem   Beweise   geht 
zugleich  hervor: 

Ist  ein  System  !ö  ein  Vielfaches  eines  Systems  51,  so  kami  es 
stets  aus  3t  so  erzeugt  werden,  dass  man  51  vom  und  hinten  (11,  6) 
mit  je  einem  Systeme  zusammensetzt. 

24.  Ist  ein  System  23  Vielfaches  eines  Systems  5(,  so  ist  jede 
Subdeterminante  ()**"  Grades  von  23  eine  homogene  ganze  lineare 
Funktion  der  Subdeterminanten  ()**°  Grades  von  3(  [10,  a)].  Wenn 
daher  eine  Primzahl  p  im  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller 
Subdeterminanten  ()*^°  Grades  -t>J,(Z)^)  von  $8(51)  zur  Potenz  l'^{l^)  auf- 
tritt, so  ist 

Z'  >  7  • 

daher  ist  D'^  ein  VielfacJics  von  Dg.    Bedeutet  r'(r)  den  Rang  von  23  (21), 

so  muss 

(1)  r'£r 

sein. 

Unser  Fundamentalsatz  II  in  8  besagt  ferner,  dass  der  q"  Elementar- 
theücr  E„  von  23  ein   Vielfaches  des  p**"  Elementartlieilers  E^  von  %  ist. 

Bedeuten  «j,  aj,  .  .  .  ganze  Zahlen,   so  hat  man  also 

Nun  ist  aber 


also 

u.  s.  w.,  schliesslich 


£<;= 

=  «(,-£"(, 

(9  =  1; 

.2,... 

,r'). 

E[  = 

-.D[  = 

«1^1  = 

«lA, 

«lA, 

E'  = 

D, 
Dl 

A 

«l^o   • 

..CCgDg       (?  = 

1,2,. 

.  .  r 

»•')• 


Auch  aus  Theorem  II  ergiebt  sich  somit  die  Theilbarkeit  von 
L'^  durch  Dg. 

Wir  wollen  im  Folgenden  eine  Form  mit  dem  Koefficienten- 
system  2t (33)  mit  A{B)  bezeichnen.  Ist  B  unter  A  enthalten,  so  ist  35 
ein  Vielfaches  von  2t  (23)  und  somit  D[,  durch  X)^,  Eg  durch  Eg  theil- 
bar(p^r').  Wenn  also  für  ()  =  1,  2, .  .  .  r'  zwar  D'g  durch  Dg,  aber  nicht 
Eg  durch  £"„  theilbar  ist,  so  kann  23  nicht  Vielfaches  von  21  {B  nicht 
unter  A  enthalten)  sein.     Wenn  aber  El  (ganzes)  Vielfaches  von  Eg  ist. 
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SO  ist  auch  93  Vielfaches  von  ?(  (I>  nutrr  A  enthütni),  wie  wir  im 
Folgenden  zeigen  werden.  Damit  ist  dann  die  Umkehrung  von  TJieorem  II 
für  ganzzahlige  Systeme  bewiesen, 

25.  Ist  die  Form  B  unter  der  Form  Ä  enthalten  und  zugleich  A 
unter  IJ,  so  heisson  die  Formen  A  und  H  äquivalent.  Ist  das 
System  23  ein  Vielfaches  des  Systems  51  und  zugleich  ?l  ein  Vielfaches 
von  3),  so  heissen  die  Systeme  ?(  und  93  ebenfalls  äquivalent. 

Alle  Formen,  die  einer  bestimmten  Form  äquivalent  sind,  bilden 
eine  Klasse  von  Formen.  Eine  Form  (ein  System)  heisst  elementar 
oder  irreducibel,  wenn  sie  (es)  weder  selbst  zerlegbar  noch  einer 
zerlegbaren  Form  (einem  zerlegbaren  Systeme)  äquivalent  ist  (22),  im 
entgegengesetzten  Falle  reducibel.  Aus  dieser  Definition  folgt,  dass 
jede  Form  einer  solchen  äquivalent  ist,  die  in  lauter  elementare 
Formen  zerlegbar  ist.  Eine  in  lauter  elementare  Formen  zerlegbare 
Form  heisst  eine  reducirte  Form.  Nach  dem  eben  Gesagten  giebt 
es  in  jeder  Formenklasse  reducirte  Formen.  Analoges  gilt  für  Systeme. 
Mit  der  Transformation  (Umformung)  einer  Form  (eines  Systems)  in 
eine  äquivalente  reducirte  Form  (in  ein  äquivalentes  reducirtes  System), 
oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  mit  der  Reduktion  einer  Form 
(eines  Systems)  werden  wir  uns  demnächst  beschäftigen. 

Sind  zwei  Formen  A  und  B  äquivalent,  so  ist,  wenn  wir  die  in 
24  eingeführten   Bezeichnungen  beibehalten,  nach  (1)  einerseits 

andererseits 

also  ist  , 

r  =  r- 

ferner  ist  D^'  ein  Vielfaches  von  D^,,  und  umgekehrt,  also  ist* 

Di^n,    (9  =  1, 2,. ..r) 

und  analog 

^  E^  =  Eo     (9  =  l,2,...n); 

also: 

8a)  Sind  zivci  Formen  A  und  B  (zwei  Sifsteyne  51  und  93)  äquivalent, 

so  sind  die  Koefficientcyisystemc  5(  von  A  und  23  von  B  (die  Systenie  % 

und  93)  von  gleichem  Bange  r,  und  es  stimmt  der  grösste  gemeinschaßliche 

Theüer  aller  Subdeferminanten  p''"  Grades  des  Systems  51  mit  demjenigen 

aller   Sid)determinanten    q'"  Grades    des   Systems    93    für   p  =  1,  2, .  .  r 

Hierein. 


•  Abgesehen  vom  Vorzeichen;  dieser  Zusatz  darf  als  Belbstverständlich  auch 
im  Folgenden  wegbleiben. 
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Oder: 

Sb)  Shid  stcei  Formen  A  und  B  {zwei  Systeme  51  und  S8)  äquivalent, 
80  stimmt  der  i",  <2", . . .  n"  Elcmeniartheilcr  des  Koeffieieiitcnsystems  %  von 
A  (de^  Stjsteius  50  be::.  mit  dem  i"",  2'"",  .  .  .  n'"*  Elcmetitarthciler  des 
Koefficienicn^ystetns  23  vo7i  B  (des  Systons'^)  ühercin,  oder,  anders  aus- 
gedrückt, die  Systeme  31  uTid  93  stimmen  im  Bange  und  in  den  Elementar- 
thcilern  ühercin. 

Zur  zweiten  Fassung  unseres  Satzes  vergl.  6,  c). 

26.  Ist  die  Determinante  (der  Modul)  einer  linearen  Substitution 
mit  ganzzaliligen  Koefficienten  gleich  ±1,  so  heisst  dieselbe  eine 
unimodulare  Substitution,  das  System  der  Koefficienten  ein  Ein- 
heitssystem. Ist  S  eine  unimodulare  Substitution,  so  ist  S~'^  eine 
Form  mit  ganzzahligen  Koefficienten  (12),  und  da  nach  Gleichung  (16) 
daselbst 

so  ist  5~*,  d.  h.  die  zu  S  inverse  Substitution  ebenfalls  eine  uni- 
modulare Substitution  (das  System  von  S~^  ist  also  ebenfalls  ein 
Einheitssystem). 

Sind  die  Substitutionen  S,  T,  U,V...  unimodular,  so  ist  es  auch 
die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Substitution  (11,  2) 

Q  =  STUr..., 
denn  es  ist  dann 

iQi  =  ]s\-\rr\u\-\r\---  =  ±i. 

Nun  gehe  die  Form  A  durch  die  Substitutionen  S  und  T  in  die 
Form  B  über,  es  sei  also  symbolisch 

(2)  B  =  SAT. 

Ist  nun 


dann  folgt  aus  (2) 


A=-S-^BT-\ 


vro  die  Substitutionen  S~^,  T~^  ganzzahlige  Koefficienten  besitzen.    Die 
Formen  A  und  B  sind  also  äquivalent,  und  es  gilt  somit  nach  25  der  Satz: 

9)  Geht  eine  Form  in  eine  andere  durch  unimodulare  Substitutionen 
über,  so  stimmen  Bang  und  Elementartheiler  der  Koefficientensysteme 
beider  Formen  überein. 

Das  System  von  B  entsteht  aus  dem  von  A  dadurch,  dass 
letzteres  vom  und  hinten  mit  Einheitssystemen  zusammengesetzt  wird. 

Entsteht  ein  System  23  (einer  Form  B)  aus  dem  Systeme  51 
(einer  Form  A)  dadurch,  dass  2(  mit  Einheitssystemen,  etwa  gemäss 
der  symbolischen  Gleichung  (11,  2) 
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B^  PQ...AUV..., 

wo  I  Pi,  I  <?| .  .  .  \  ü\,  \V\.  .  .  gleieli  ±  1,  componirt  wird,  so  sind  die 
Formen  A  und  B  äquivalent,  da  A  in  7>  durch  die  unimodularen 
Substitutionen  S  =  PO  T -=  UV 

in  B  übergeht.  Die  Systeme  9t  und  3)  sind  dann  ebenfalls  äquivalent  (23), 
und  es  gilt  der  Satz  (25): 

10)  Ein  System  aus  ganzzahligen  Elementen  Weiht  im  Hange  und 
den  Elementartheilcm  ungcänderf,  wenn  man  es  vorn  und  hinten  mit  be- 
liebig vielen  Einheitssystemen  zusammensetzt. 

27.  Wir  betrachten  jetzt  unimodulare  Substitutionen  einfachster  Art: 

a)  Setzen  wir  in  A 

X^  ^  X^y       X^  =  X^y  •  .  .  Xi  =  Xiy       3/j_j-i   =  Xi^iy  .  .  .  Xn  =  Xny 

Vi-y'i  (*  =  1,2,  ...n), 

so  liegen  unimodulare  Substitutionen  S  und  T  vor,  und  die  Form  A 
geht  durch  dieselben  in  eine  Form  B  über,  deren  Koefficienten- 
system  93  sich  von  demjenigen  91  von  A  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Elemente  einer  Reihe  ihr  Vorzeichen  gewechselt  haben. 
Das  Koefficientensystem  von  S  ist  ein  Einheitssystem,  welches  nur 
in  der  Diagonale  von  Null  verschiedene  Elemente  hat,  und  zwar  hier 
lauter  +  1,  ausser  dem  i^'^^  Element,  das  —  1  ist.  Das  System  von 
1  ist  ein  Einheitssystem,  das  nur  in  der  Diagonale  von  Null  ver- 
schiedene Elemente  und  zwar  hier  lauter  -f  1  enthält.  Die  Zusammen- 
setzung dieser  Einheitssysteme  mit  91  gemäss  der  Gleichung 

B^SAT 
bewirkt  aber  den  angegebenen  Zeichenwechsel  in  91. 

b)  Setzen  wir  in  A 

x^  =  x^j    aTj  =  2*2, .  .  .  a;,=  x._^^,    x.j^^^  x^y    ^i+'i ^^  "^14-2»  •  •  •  ^n  =  ^„, 

yi=y\    (i  =  i,2, .  ..m), 

so  bewirken  diese  beiden  unimodularen  Substitutionen  eine  blosse 
Beihenvertauschung  im  Koefticientensysteme  von  A.  Man  gebe  die 
Beschaffenheit  der  Einheitssysteme  an,  welche  die  Koefücientensysteme 
dieser  Substitutionen  vorstellen. 

c)  Setzen  wir  endlich  in  A 

Xy  =  x[,    x^_  =  x'^y  . .  .Xk  =  xl  +  mx[,     Xk+\  =  4+1, . .  .x„  =  xly 

yi  =  y'i  (i  =  i,2,  ...m), 

wo  s  =1=  li  und  m  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ist,  so  haben  wir 
unimodulare  Substitutionen   vor  uns;  das  System  S3  der  transformirten 
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Form    B   geht   dadurch    aus    demjenigen    51    von    -I    hervor,   dass  man 
die  lieilie  _     ^  ,, 

niif  ;»   mHltipli::irt  utui  zur  paraUelcn  licihe 

ctsi,  «,2,  •  .  •  a,„ 
addirt  bes.  von  ihr  suhtrahirt. 

Auch  hier  beachte  man  die  Beschafifenheit  der  Einheitssysteme, 
durch  deren  Zusammensetzung  mit  91  man  93  erhält. 

Die  unter  a),  b)  und  c)  beschriebenen  Transformationen  einer 
Form  A,  sowie  die  entsprechenden  Umformungen  ihres  Systems  % 
bezeichnet  man  als  Elementartransformationen  der  Form  Ä  (des 
Systems  51);  da  die  Elementartransformationen  einer  Form  (eines 
Systems)  unimodulare  Substitutionen  sind  (durch  Zusammensetzen  des 
Systems  mit  Einheitssystemen  bewirkt  werden),  so  folgt  aus  den  Sätzen 
in  26,  dass  der  Rang  r  des  Koefficientensystems  %  einer  Form  A  (eitles 
Systems  5p  soivie  der  grüsste  geyncinsehaftliche  Theiler  dller  Suhdetcrminanten 
q'""  Grades  von  5l(()  =  1,  2,  .  .  .  r),  oder,  dass  der  Rang  und  die  ET 
von  St  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Form  A  (das  Systctn  %)  be- 
liebig vieleti  Eletnentartransforynationen  unterwirft* 

28.  Wir  werden  jetzt  folgenden  Satz**  beweisen: 

Jedes  System  von  n^  ganzzahligen  Elemerden  aik  lässt  sich  durch 
alleinige  Anwetidung  von  Elementartransformatioiien  in  ein  solches  ver- 
wandeln y  in  tvelcJiem  nur  in  der  Diagonale  von  Null  verschiedene  Elemente 
stehen,  und  in  weleJiem  jedes  von  Null  verschiedene  Diagonalelement  positiv 
und  llieiler  des  folgenden  ist. 

Beweis.  Durch  alleinige  Anwendung  von  Elementartransformationen 
a)  und  b)  kann  man  zunächst  erreichen,  dass  das  erste  Diagonal- 
element a  positiv  und  kleiner,  als  der  absolute  Werth  jedes  von 
Null  verschiedenen  Elementes  unseres  Systems  wird.  Befindet  sich 
jetzt  in  der  ersten  Zeile  oder  Spalte  ein  Element  ß,  welches  nicht 
ganzes  Vielfaches  von  a  ist,  so  können  wir  an  Stelle  von  a  noch  ein 
kleineres  Element  bringen,  welches  nicht  Null  ist.  Durch  weitere  An- 
wendung   einer    Elementartransformation    a)    bewirken    wir    zunächst, 


*  Alles  in  diesem  Artikel  Gesagte  gilt  nicht  nur  für  ganzzahlige  Systeme, 
sondern  auch  für  solche,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  oder  mehrerer 
Variabelen  sind,  nur  hat  man  dann  unter  m  entsprechend  eine  ganze  Funktion 
einer  bez.  mehrerer  Veränderlichen  zu  verstehen.  (Vergl.  den  Beweis  der  Sätze  8) 
in  25.) 

•*  Smith,  Phil.Tran8.1861(62),vol.  151,  S.  314;  Frobenius,  Crelle's  Journ.(79) 
Bd.  86,  S.  158;  Kronecker,  Crelle's  Journ.  (91)  Bd.  107,  S.  135 -136.  Obiger  Be- 
weis ist  im  Wesentlichen  der  Kronecker'sche. 
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(lass   ß   positiv    ist.     Ist   dann  7  der  ^lösste  gemeinscliaftliche  Theiler 
von  a  und  ß,  so  besteht  ein  Algorithmus 

ß'^ha-hy, 


T]  =  rq, 

wo  h,  l,  .  .  .,  y,  ö  .  .  .  ganze  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  daher  durch 
wiederholte  Anwendung  von  Elementartransformationen  c)  an  Stelle 
von  u  bez.  ß  das  Element  q{*C(i)  und  dieses,  vrenn  es  an  die  Stelle 
von  ß  trat,  durch  eine  Elementartransformation  b)  an  die  erste 
Diagonalstelle  bringen.  Durch  diesen  Process  wurde  nicht  nur  das 
erste  Diagonalelemeut  verkleinert,  sondern  es  giebt  auch  jetzt  in  der 
ersten  Zeile  bez.  Spalte  ein  weiteres  Element  —  an  der  Stelle  von  ß  — , 
welches  Vielfaches  des  ersten  ist.  Dieses  Verfahren  setzen  wir  so  lange 
fort,  bis  das  erste  Diagonalelemeut  Theiler  aller  übrigen  Elemente  der 
ersten  Zeile  und  Spalte  ist.  Dann  machen  wir  durch  Elementar- 
transformationen c)  die  letzteren  Elemente  alle  zu  Null.  Giebt  es  als- 
dann in  dem  so  erhaltenen  Systeme  noch  ein  Element,  welclies  nicht 
Vielfaches  des  ersten  Diagonalelementes  ist,  so  bringen  wir  es  durch 
Reihenaddition  in  die  erste  Zeile  oder  Spalte  und  verkleinern  das 
erste  Diagonalelement  nach  dem  oben  beschriebenen  Verfahren  noch 
weiter.  Nun  kann  aber  letzteres  Element  bei  fortgesetzter  Verkleiner- 
ung nicht  kleiner  werden,  als  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler* 
ti  aller  Elemente  des  gegebenen  Systems,  der  ja  durch  Elementar- 
transformationen nicht  geändert  wird  (27).  Also  muss  der  Process 
schliesslich  dahin  führen,  dass  ein  System  T^  erscheint,  in  welchem 
das  erste  Diagonalelement  gerade  t^  wird,  und  welches  in  der  ersten 
Zeile  und  Spalte  ausser  <,  nur  Elemente  Null  enthält. 

Ist  jetzt  U  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Elemente 
des  Systems  T^,  welches  aus  T^  entsteht,  indem  man  in  ihm 
die  erste  Zeile  und  Spalte  weglässt,  so  können  wir  auf  die  vor- 
stehend beschriebene  Weise  das  System  T„  durch  Elementartraus- 
formationen  —  die  zugleich  als  Elemeutarformationen  des  ganzen 
Systems  T^  aufgefasst  werden  können  —  so  umformen,  dass  das 
erste  Diagonalelement  gleich  U,  also  Theiler  aller  übrigen  Elemente 
desselben  wird,    und   in    der   ersten  Zeile    und  Spalte    ausser  ihm  nur 


•  Den  grüssten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Subdeterminanten  eines  ge- 
wissen (jirades  wählen  wir  stets  positiv. 

Math,  Elcmontartheilcr.  4 
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Elemente  Null  stehen;  h  ist  durch  ty  theilbar.  U.  s.  w.  —  Durch 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  also  in  der  That  zu 
einem  Systeme,  in  welchem  nur  die  ;•  ersten  Diagonalelemente 
/,,  t^,  .  .  .tr  von  Null  verschieden  sind  und  t^  durch  /j,  /g  durch  t^,  .  .  .tr 
durch  tr—\  theilbar  ist,  wobei  r  den  Rang  des  gegebenen  Systems  be- 
deutet; da  nämlich  der  Hang  eines  Systems  durch  Elementartrans- 
formationen  nicht  geändert  wird  (27),  so  muss  der  Process  mit  dem 
r''^"  Diagonalelemente  abbrechen.  —  Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Ein  System,  welches  nur  in  der  Diagonale  von  Null  verschiedene 
Elemente  hat,  heisst  ein  Diagoualsystem.  Vorstehend  haben  wir 
gezeigt,  wie  man  ein  gegebenes  System  in  ein  äquivalentes  Diagonal- 
system transformirt.    Wir  können  nun  die  zusammengesetzten  Elementar- 

theiler  E„  =  -^,  -—  des  gegebenen  Systems,   die  ja  mit  denen  unseres 

Diagonalsystems  übereinstimmen  [25,  Satz  b)],  sofort  angeben.  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  unsere  alten  Bezeichnungen  (4)  beibehalten,  für 
unser  Diagonalsystem  ,      /^     ^ 

°  -^  ty  0  0 0 

0    t,    0 0 

0     0     ^3 0 


0  ...  0      tr      0  ...  0 

0 0 


also 

Die  Diagonalelemente  t^^ . .  .tr  sind  also  bez.  der  erste,  zweite,  .  . .  r-^ 
ET  unseres  gcgehenen  Systems  vom  Hange  r.*  Die  oben  beschriebene 
Umformung  eines  Systems  führt  daher  immer  zu  demselben  Diagonal- 
systeme.   Wir  können  das  erlangte  Resultat  auch  so  aussprechen  (20, 27): 

Eine  gegebene  bilineare  Form 

^g.t  Xi  ijk     {i,Jc  =  l,2,..  .  n), 

deren  Koefficientensystem  die  zusammengesetzten  Elcmenta)iheiler 

*  Zugleich  ergiebt  sieb  hier,  dass  Er,  durch  Eo  —  i{Q^r)  theilbar  ist,  wie 
dies  durch  den  Fundamentalsatz  I  bereits  bewiesen  ist. 
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besitzt,  lässt  sich  durch  nnimodnlarc  Substitutionen  für  die  x,  und  y,  stets 
in  die  Torrn 

transformircn. 

Die  Yorm.^ E^x'.iJ.  (/  =  1,  2, .  .  .  w)  ist  in  die  Theile 

Wy   (/  =  i,2,...,o 

zerlegbar;  jeder  dieser  Theile  ist  weder  zerlegbar,  nocli  einer  zerleg- 
baren Form  äquivalent;  denn  wäre  E^xaJ.  einer  zerlegl)aren  Form 
äquivalent,  so  -sväre  nach  den  Sätzen  c),  d)  in  22  und  Sa)  in  25  der  Rang 
des  Systems  dieser  Form  grösser  als  Eins.  Die  Yorm^^E  x  y'  ist  also 
eine  reducirte  Form,  da  sie  in  lauter  elementare  Formen  zerlegbar  ist. 
Wir  haben  also  vorstehend  die  Ilcduktioti  einer  Form  mit  (janzzahligen 
Kocfficicnten  (eines  Systems  mit  ganzzahligen  lücmenten),  die  in  25  an- 
gekündigt wurde,  wirklich  ausgeführt. 

29,  Mit  Hilfe  der  eben  angegebenen  Reduktion  einer  Form  (eines 
Systems)  sind  wir  im  Stande,  die  Umkchrung  von  TJieorem  II  für 
ganzzahlige  Systeme  hüclist  einfach  zu  beweisen.  Es  seien  Ä  und  B 
zwei  bilineare  Formen  mit  den  Koefficientensystemen  5t  und  S8.  Die 
Systeme  5[  und  33  seien  ganzzahlig  und  so  beschaffen,  dass  der  (>*"  ET 
En  von  ©  ein  Vielfaches  des  ()"''^  ETs  E.,  von  5l(()  -=  1,  2,  .  .  .  n)  ist. 
Es  sei  also 

(3)  E',  =  d^,E,  (p  =  l,  2,...»), 

wo  die  (5p  ganze  Zahlen  bez.  Null  sind.  Es  soll  gezeigt  werden,  dass 
©  ein  Vielfaches  von  5(  ist: 

Nach  Artikel  28  giebt  es  Substitutionen  (Formen)  S,  T,  U,  V, 
deren  Determinanten  ±  1  sind,  derart,  dass  symbolisch 

E^x^ij^  +  E^x^y.,-] f-  EnX„yn  =  SyiT, 

E[x,y,  +  E',x,y, -f  •  •  •  +  E;xj^  =  UBV 
wird.     Setzen  wir  jetzt 

B,  =  yE,Xiyi,       R,  =^eIx,7j,    (i  =  1,  2, . .  .  w), 

sodass  also 

(4)  Ii,  =  SÄT, 

(5)  i?2  =  ÜB  V 
ist  und  führen  noch  die  Form 

.ein,  so  ist  wegen  (3) 

(6)  J^=X>J?i  =  7?ii). 

Aus  (5)  und  (6)  folgt  aber 

und  somit  ist  wegen  (4) 

4* 
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(7)  B=={ü-'DS)AiTV-')  =  (U-^S)Ä(TDr-'). 

Da  nicht  nur  S  und  T,   sondern  auch  U~^,    V~^  und  D  Formen  mit 
panzzahligen     Koefficienten     sind,    so    ist    wegen    Gleichung    (7)    das 
System  33  von  i)  Vielfaches  des  Systems  5t  von  -'1(11,  23),  w.  z.  b.  w. 
Setzen  wir  noch  die  Formen 

so  wird  (7)  zu 

(8)  B==PäQ  =  XäY. 

Die  Systeme  von  Q  und  X  sind  Einheitssysteme;  es  hat  sich  also  zu- 
gleich ergeben,  dass  für  das  eine  der  beiden  Systeme,  mit  welchen 
componirt  51  in  ö  übergeht,  stets  ein  Einheitssystem  gewählt  werden 
kann.  Die  Gleichung  (8)  besagt,  dass  B  unter  Ä  enthalten  ist  (23), 
wenn  E[,  ein  Vielfaches  von  E^  ist.  Zugleich  ergab  sich,  dass  alsdann  für 
eine  der  beiden  Substitutionen,  welche  A  in  B  überführen,  eine  uni- 
modulare  gewählt  werden  kann. 

Nehmen  wir  die  Ergebnisse  dieses  Artikels  mit  denen  in  Artikel  8 
zusammen,  so  können  wir  sie  in  folgende  Sätze  fassen: 

nia.  Ein  System  93  von  n-  ganzzahligen  Elementen  ist 
dann  und  nur  dann  Vielfaches  eines  ebensolchen 
Systems  51,  wenn  der  q*^  Elementartheiler  von  S  ein 
Vielfaches  des  p**°  Elementartheilers  von  5(  ist  für 
p  =  1,  2, .  . .  «. 
Illb.  Eine  Form  B  =  '^b;kXiyk  {i,Jc  =  1,2,  .  .  .n)  mit  ganz- 
zahligen Koefficienten  ist  unter  einer  ebensolchen 
Form  A  =  ^^a.jic.t/t  (i,  fc  =  1,  2,  .  .  .  n)  dann  und  nur  dann 

enthalten,  wenn  jeder  vonNull  verschiedene  zusammen- 
gesetzte   Elementartheiler    des    Koefficientensystems 
von  B  durch  den  entsprechenden  Elementartheiler  des 
Koefficientensystems  von  A  theilbar  ist.* 
30.  Es   sei   nun    insbesondere    der   p*®  ET  des  Systems  93  von  B 
gleich  dem  p*«"  ET  des  Systems  5t  von  ^  für  p  =  1,  2,  .  .  .  .  «.    Als- 
dann kann  man  nach  29  durch  unimodulare  Substitutionen  die  Formen 
A  und  B  in  dieselbe  reducirte  Form 

transformiren ;  es  wird  dann  eben 

•  Smith,  Phil.  Trans.  1861  (62),  vol.  151,  S.  320;  Proc.  of  the  Lond.  math.  soc. 
(73)  vol.  lY,  S.  244.  Frobenius,  Crelle's  Joum.  (80)  Bd.  88  ,  S.  114.  Hensel, 
Crelle's  Journ. ''95)  Bd.  114,  S.  100. 
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-D  -  -^1  Vi  +  ^'sys  H f-  ^nVn  =  E 

und  daher  werden  die  Substitutionen 

in  (8)    alle    unimodular.      A    und  Ji   sind    also    dann    äquivalent    (26). 
Wir  haben  daher  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  8b)  in  25  das  Theorem: 

IVa.  Zwei  Formen  A  =  ^aaa:,?/*  (J,  /i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

und 

B^^b.tXiijM   (i,J:  =  l,2,...n) 

mit  ganzzahligen  Koefl'icientensystemen  5t  und  39  (zwei 
Systeme  21  und  S)  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent, 
wenn     die     entsprechenden    zusammengesetzten     Ele- 
mentartheiler  von   21  und   ö  gleich  sind,   oder  was  das- 
selbe besagt,  wenn  die  Systeme  21  und  S3  im  Range  und 
in  den  einfachen  Elementartheilern  übereinstimmen. 
Sind    zwei  Formen  A    und   B   äquivalent,    so  kann  man,  da  ihre 
Koefficientensysteme   in   den    zusammengesetzten  ETn    übereinstimmen 
(IVa),  nach  unseren  obigen  Entwickelungeu  A  in  B  (ebenso  B  in  A) 
stets   durch  unimodulare  Substitutionen  transformiren;   auch   das  Um- 
gekehrte ist  giltig  (26). 

Xeuut  man  daher  zicei  Formen  A  und  B  äquivalent,  uenn  A  in  B 
(und  somit  auch  B  in  A)  durch  unimodulare  Substitutionen  transformirt 
werden  Tiann^  so  deckt  sich  diese  zweite,  scheinbar  engere  Definition 
der  Äquivalenz  vollständig  mit  der  früher  (25)  gegebenen.  Analoges 
gilt  bezüglich  der  Definition  der  Aequivalenz  von  Systemen. 

Stimmen  für  zwei  Systeme  2C  und  93  von  gleichem  Range  r  die 
Zahlen  1\,  und  D„  (25)  überein,  so  stimmen  auch  die  Zahlen  E„  und 
En  —  also  auch  die  einfachen  ET  von  21  und  ö  —  überein;  somit 
kann  man  dem  Theoreme  IVa  mit  Rücksicht  auf  Satz  8a)  in  25  die 
folgende  Fassung  geben: 

IVb.  Zwei  Formen  A  und  B  von  2n  Variabelen  mit  ganz- 
zahligen Koefficientensystemeu  2(  und  93  (zwei  Systeme 
21  und  S8)  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn 
die  Systeme  2t  und  93  (sie)  von  gleichem  Range  sind, 
und  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  Sub- 
determinanten  p**"  Grades  von  21  mit  demjenigen  aller 
Subdeterminantcn    (j*^°  Grades    von    93    für 

p  =  l,  ...,  r 

übereinstimmt. 
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Auf  rationalem  Wege  lüsst  sich  also  entscheiden,  ob  zwei  Formen 
(Systeme)  äquivalent  sind  oder  nicht,  und  auf  rationaUm  Wege  lassen 
sich  (28)*  die  unimodularen  Substitutionen  (Einheitssysteme)  ermitteln, 
welche  eine  Form  in  eine  zu  ihr  iUjuivalente  Form  überführen  (mit  denen 
zusammengesetzt  ein  System  in  ein  äquivalentes  übergeht). 

31.  Wir  stellen  uns  nun  folgende  Aufgabe:"^* 
In  der  hilinearcn  Form 

h  ^\  Vi  +  h^sy2  H 1-  ^'rXrlfr  =  H 

seien  /'i,  /'o, .  .  .,  hr  ganz  hcliehige  von  Null  verschiedene  ganze 
Zahlen.     Es  sollen  die  ET  ihres  Kocfficicntensystcms  hestimmt 
icerde)i. 
Ist   speciell    /i,    durch    Ji^,   Ji^   durch   7<,  u.  s.  w.   theilbar,    so    sind 
//j,  ho,  ...  hr,  wie  wir  in  28  sahen,  gerade  die  zusammengesetzten  ET 
des  Systems  von  H.    Man   erhält   dami  die  einfachen  ET,   indem  man 
7/j,  h^,...hr  in    Faktoren   zerlegt,    die   Potenzen  verschiedener  Prim- 
zahlen sind  (4).    Wir  werden  zeigen,    dass   man   auch  im  allgemeinen 
Falle  beliebiger  h,  die  einfachen  ET  durch   eine  solche  Zerlegung  der 
hi  erhält. 

Es  sei  p  eine  Primzahl,  die  in 

7<i7?2,  .  .  .,  hr^  Dr 
aufgeht;  p  stecke  in  h,,  zur  Potenz  Z„.    Nun  ordnen  wir  die  Zahlen  l^ 
nach  fallender  Grösse  und  bezeichnen  sie  dann  der  Reihe  nach  mit 

«1,  «2,  •  •  ■,  «r. 
Infolge  dieser  Bezeichnung  enthält  Dr  die  Primzahl  p  zur  Potenz 

«1  +  «2  + \-  lir, 

die  Subdeterminanten  (r  — 1)*^°  Grades  des  Koefficientensystems  von  H 

enthalten  p  zur  Potenz 

ai  +  «2+ h  «r-l, 

eine  aber  enthält  p  genau  zu  dieser  Potenz.  Der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  aller  Subdeterminanten  {r  —  l)*«*^  Grades  enthält  also  ^> 
zur  Potenz  ,,    i   „    i  i  „ 

Dr  enthält  ^;  zur  Potenz 

«j  +  ^'2  +  •  •  •  +  «r, 

also  enthält  j. 

Er=-j^ 
Ur—1 

p  zur  Potenz  Ur.     Analog  beweist  man,  dass 

*  Die   Substitutionen   können   auch   direkt   durch   Auflösen   linearer  Gleich- 
ungen gefunden  werden  (vergl.  39). 

••  Vergl.  Frobenius,  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  Koefficienten, 
Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  §  G. 
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Dr-l 


Dr-i 

}>  zur  Potenz  «r—i  enthält,  u.  s.  w.     Die  Potenzen 

;/'.,  v"-,...,iy'r 

sind  (lalier  die  zur  Basis  ;)  gehöremlen  einfachen  ET  von  H  {\).    Also 

11)  JLni  findet  die  EltmcntarthriUr  eints  Sijsfons 

h,     0     0     0  ...  0 

0     //o    0     0  ...  0 

0      0     h.,    0  ...  0 


0      0     0     0  .  .  .h^ 

vom  Hange  r,  indem  nuni  jede  der  r  von  Null  verschiedenen  Zahlen  aus 
demselben  in  Faldoren  zerlegt,  die  Fotenzen  verschiedener  Primzahlen  sind. 

Die  allgemeinere  Fassung  unseres  Ergebnisses  folgt  daraus,  dass 
durch  Zufügen  von  Nullreihen  der  Kang  und  die  ET  eines  Systems 
ungeändert  bleiben. 

Nachdem  man,  wie  oben  angegeben  wurde,  die  einfachen  ET  des 
Systems  einer  Form         7,^  ^^  ^^  _^  . . .  +  ;,^^,^^^^ 

das  vom  Range  r  sei,  bestimmt  hat,  kann  man  nach  6,  c)  auch  leicht  die 
zusammengesetzten  ET  desselben  berechnen.  Man  erhält  darnach  die 
letzteren  ET  aus  den  h^,.  .  .  hr  wie  folgt:  Man  zerlegt  /<j,  //o,  ...  K  in 
Faktoren,  die  Potenzen  verschiedener  Primzahlen  ^;,  q,  >•,...  sind.  Das 
Produkt  der  höchsten  Potenzen  von  ;),  q,  r,  .  .  .  ist  der  r**  ET  iJ^  des 
Systems,  das  Produkt  der  zweithöchsten  Potenzen  von  j),  q,  r,  .  .  .  der 
(r  —  1)**  ET  Er—i  des  Systems,  u.  s.  w.  Sojnit  ist  Er  das  Meinste  ge- 
meinschnftlichc  Vielfache  und  E^,  wie  bekannt,  der  grösstc  gemein- 
schaftliche Theilcr  der  Zahlen  /<,,  /<.,,  .  .  .  h, .  Es  erscheint  also  hier  der 
Begriff  der  zusammengesetzten  Elementartheiler  als  eine  Verallgemeiner- 
ung der  Begriffe  des  grüssten  gemeinschaftlichen  Thcilers  und  des  kleinsten 
gemeinschaftlichen  Vielfachen  auf  Systeme  von  mehr  als  zwei  Zahleti. 

32.  Die  Form   A^'^auXiijk   sei   in   die  Theilformen  A^  und  A^ 

•zerlegbar  (22).     Die  Systeme  %,  SIj,  9(._,  von  A,  Ay,  A^  seien  bez.  vom 
Hange  >*,  Z,  7«;  dann  ist  nach  Satz  c)  in  22 

r  =  1  -\-  m. 

Die  von  Null  verschiedenen  zusammengesetzten  ET  von  Sfj  und  ^1 
seien  bez. 
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und  ,  , 

th+l,       "i  +  2)  •  •  •  lir- 

Dann  giebt  es  nach  28  unimodulare  Substitutionen  5,  T,  f ',  I'  derart, 
'^^^"^  h.-i-i  Ih  +  K-^iV^  +  •  •  •  +  ^hx,yi  =  SA,T, 

7//  +  i.r,+  ii/,4.i +  /i;4.o.r,  +  ,.?/,  +  2  H +Kxryr=  UA^V 

wird.     Daraus  folgt  aber 

(9)  /'i^i//i  H \-hiXiyi-\rhij^iXij^xyi  +  x-\ \-lirXryr 

=  (5+n(^i  +  A)(T4-T0, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass 

SA,V^SA._T  =  SA.V=  UA,T=  UA^V=  UA„T=0 
wird,    weil    nämlich    die   Yariabeleu,    welche   in  S,T,Ai  auftreten,   in 
U,  Vj  A^  fehlen.     Setzen  wir  nun 

so  wird  (9),  da  A  =  A.^  +  A^  ist,  zu 

K^ilk  +  ^^i^'iVi  +  ■••  +Kxryr^  PA Q. 
P  und  Q  sind  aber  zerlegbare  Formen;  daher  ist  [22,  Satz  c)] 

iP!  =  |Äl.|D'l  =  ±l,     l(?l  =  !T|.|Fi  =  ±l; 

P  und  Q  sind  also  unimodulare  Substitutionen.    3Ian  Icann  also  nntcr 
den  gemachten  Voraussetzungen  durch  unimodiüare  Substitutionen  A^  in 

H^  =  hyXiy^-\ h  hiXiyi , 

A,  in  ^-.       ,  , 

i/o  =  hij^iXi^^.yiJ^x-\ VhrX,.yr 

und  A=  Ay-\-  Ao  in 

H^  +  H^_=  hiX^yi  H h  Kxryr  =  H 

überführen. 

Nun  stimmen  aber  die  ET  von  A,  A^,  A^  bez.  mit  den  ETn  der 
Koefficienteusysteme  §,  ^j,  §2  '^^^  H>  ^i}  ^2  überein  (26);  man  er- 
hält aber  nach  31  die  ET  vom  §j,  indem  man  h^,  Ä,,  .  .  .hi,  die  von 
§2,  indem  man  /iz  +  i,  hi^2}---hr,  und  die  von  §,  indem  man 
/«i,  h^,...hr  in  Faktoren  zerlegt,  die  Potenzen  verschiedener  Prim- 
zahlen sind.  Daher  sind  die  ET  von  §  diejenigen  von  ^^  und  §» 
zusammengenommen,  und  es  gilt  somit  das  Fundamental theorem:* 

V.  Die  Elementartheiler  des  Koefficientensystems  einer 
zerlegbaren  Form  (eines  zerlegbaren  Systems)  sind  die- 
jenigen der  Koefficienteusysteme  ihrer  Theile  (die- 
jenigen  seiner  Theile)   zusammengenommen. 


•  Frobenius,  1.  c.  S.  164. 
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•'{.'{.  ^Vir  ^»'bcn  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  einige  für 
spätere  Verwendung  nöthige  Entwickelungen   über  zerlegbare  Formen. 

Sei  wieder  die  Form  A  in  die  Theile  J,  und  A»  zerlegbar,  sei 
ferner  q  eine  positive  ganze  Zahl,  die  nicht  grr)sser  als  der  Itang  r  des 
Systems  21  von  A  ist;  endlich  bedeute  1>^,,  J)''^,\  l/^^  bez.  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Subdeterminanten  0*''°  Grades  von  9(, 
?(,,  ?lj,  wo  noch  31,,  SI«  die  Systeme  von  A^  und  A^  vorstellen.  Ist 
Q  grösser  als  der  Kaug  r^ir^)  von  5^,(512),  so  denken  wir  uns  l^^^\l)'^^) 
gleich  Null  gesetzt.    Wir  behaupten  alsdann: 

Dq  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen 

Feweis.  Jede  Subdeterminante  p**°  Grades  5^^, _,„,„,  aus  51,  welche 
nicht  dem  Systeme  SI,  oder  STj  angehört,  ist  das  Produkt  einer  Sub- 
determinante (9  —  my^^  Grades  von  ^Ij  und  einer  Subdeterminante 
wj****  Grades  von  SU;  es  giebt  umgekehrt  stets  eine  Subdeterminante 
pten  Grades  von  Sl,  welche  das  Produkt  zweier  Subdeterminanten 
(p  —  w)*^°  Grades  und  w/**°  Grades  von  2Ii  bez.  SI,  ist.  Steckt  also  für 
ein  bestimmtes  iu  die  Primzahl  ^)  in  D^L„,  zur  Potenz  Oj,  in  Dln  zur 
Potenz  «2,  so  steckt  sie  in  allen  Subdeterminanten  Sg_^^ ,;,  zur  Potenz 
«j  +  «2  iiQtl  '^u  keiner  höheren;  daher  ist  I),,  —  mJ^^m  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  aller  Subdeterminanten  S^ _„.,;,;  dies  gilt  für 
wj  =  1,  2,  .  .  .  p  —  1;  die  in  SIj  bez.  91,  auftretenden  Subdeterminanten 
()**°  Grades  aber  haben  per  def.  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
U,,  bez.  iJif't  also  ist  Do  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
Zahlen 

w.  z.  b.  w.  Für  Q  =  r  folgt  sofort,  dass  der  grösste  gemcinschaftlicJic 
Tlieiler  aller  Subdeterminanten  r'"  Grades  von  21  gleich  dem  FroduJde  des 
grössten  gemeinsamm  Thcilers  aller  Subdeterminanten  r/'"  Grades  von  9(i 
in  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller  Subdeterminatitcn  r,""  Grades 
von  51,  ^^^  uenn  das  System  5t  rom  Bange  r  in  die  Systeme  5Ii  und 
5to  vom  Bange  r,  bez.  r,  zerlegbar  ist. 

Die  Ausführungen  dieses  Aiiihcls  gelten  m.  m.  auch  dann, 
wenn  die  Elemente  von  51  ganze  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Ver- 
änderlichen sind. 
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§  4.  Systeme,  deren  Elemente  ^anze  Fnnktionen 
einer  ^'('l'.■i^(lel■liellen  sind. 

34.  Die  Entwickeluugon  tles  letzten  l'arag:nii)lien  «jjelteu  mit  ge- 
ringen Moditikationeu  auch  für  Systeme  (Formen),  deren  Elemente 
(^Koefficienten")  gan-c  Funldioncn  einer  Veränderlichen  X  sind.  Die  Be- 
grifle  ,,Enthaltenseiu  unter  einer  Form"  („Vielfaches  eines  Systemes"), 
„Aequivalenz",  „Elementartransformation"  u.  s.  av.  werden  hier,  wie 
früher  in  23  —  25  und  27,  definirt,  nur  dass  also  hier  „ganze  Funktion 
einer  Veränderlichen  A"  für  „ganze  Zahl"  zu  setzen  ist.  An  Stelle  der 
unimodularen  Substitutionen  treten  jetzt  solche  Substitutionen,  deren 
Koefticienten  ganze  Funktionen  von  X  sind,  deren  Determinanten  jedoch 
von  X  unabhängig  und  nicht  Null  sind.  An  Stelle  der  Einheitssysteme 
treten  Systeme,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen X  sind,  und  deren  Determinanten  die  oben  angegebenen  Eigen- 
schaften besitzen.  Nimmt  man  die  angegebenen  Veränderungen  in 
23  —  33  vor,  so  bleiben  die  Entwickelungen  und  Sätze  daselbst  im 
Uebrigen  bestehen,  denn  da  z.B.  der  Algorithmus  zur  Aufsuchung  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  für  ganze  Zahlen  und  ganze 
Funktionen  einer  Veränderlichen  derselbe  ist,  so  gilt  die  Kronecker- 
sche  Reduktion  eines  Systems  in  28  nicht  blos  für  Systeme  mit  ganz- 
zahligen Koefficienten,  sondern  auch  für  die  hier  betrachteten  Systeme, 
deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  Veränderlichen  sind:  der  Grad 
des  ersten  Diagonalelementes  wird  so  lange  erniedrigt,  bis  dasselbe 
Theiler  aller  übrigen  Elemente  der  ersten  Zeile  und  Spalte  wird,  dann 
macht  man  durch  Elementartransformationen  c)  alle  die  letztei*en 
Elemente  dieser  beiden  Reihen  Null,  u.  s.w.  —  Insbesondere  aber  gelten 
die  auf  jene  Reduktion  sich  stützenden  Fundamentedsätze  Illa  und 
Illb,  IVa  und  IVh  auch  für  Systeme  (Formen),  deren  Elemente  (Koeffi- 
cienten) ganze  Funktionen  einer  Varidbelen  X  sind^'  Zwei  solche  Formen 
kann  man  auch  äquivalent  nennen,  wenn  die  eine  in  die  andere  durch 
Substitutionen  übergeführt  werden  kann,  deren  Koefficienten  ganze 
Funktionen  von  X  sind,  deren  Determinanten  aber  von  X  unabhängig 
und  nicht  Null  sind. 

Auf  Grund  des  Theorems  IV b  kann,  da  die  Aufsuchung  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  von  ganzen  Funktionen  einer 
Variabelen  durch  rationale  Operationen  geschieht,  auch  hier  auf  ratio- 
nalem Wege   über   die  Aequivalenz   ziceier  Formen   entschieden    werden, 

*  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (79)  Bd.  86,  S.  202  und  (80)  Bd.  88,  S.llO; 
Hensel,  Grelle 's  Journ.  (95)  Bd.  114,  S.  100. 
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und  auf  rationalem  Wege  können  (28,  HO)*  die  Substitutionen  gefunden 
werden,    wi-klie   eine  Form    in   eine  i'Kjuivaleiit»;  transforniiren.    U.  s.  w. 

Hervorgehoben  werde  schliesslich  noch  die  GUtiykeit  des  Funda- 
menUdsatzcs  V  über  die  Klemcntartheilcr  zcrleyharer  Systeme  für  die  hier 
betrachteten  Systeme. 

.'J5.  Sind  die  Kocfficienten  einer  bilinearen  Form  ganze  Funk- 
tionen a**"  Grades  einer  Variabelen  A,  so  soll  a  der  Grad  der  bi- 
linearen Form'-'*  lu'isscn.  Analog  wird  mau  den  Begrifif  „Grad 
eines  Systems"  einführen,  um  dann  auch  die  folgenden  Ergebnisse  für 
Systeme  in  Sätze  fassen  zu  können.  Da  derartige  Uebertragungen  ge- 
nügend oft  in  §  3  und  §  4  ausgeführt  wurden,  dürfen  wir  uns  auf 
Formen  beschränken.  Eine  bilineare  Form  a*®"  Grades  A  lässt  sich 
stets  auf  die  Gestalt 

bringen,  wo  A^^  A„,  .  .  .  Aa  bilineare  Formen  sind,  deren  Kocffi- 
cienten nicht  von  X  abhängen,  und  A^  nicht  identisch  XuU  ist. 

Ist  B  eine  bilineare  Form  /S'®"*  Grades,  und  wir   setzen,  wie  vor- 
stehend, B  =  B,?J  +  B,l'-'  +  ---  +  B^, 
so  ist,  wenn  I  7?       '  n 

ist,  das  symbolische  Produkt 

AB  =  A^B^l-  +  !^  -f  {A^B,  +  A,B,)X-+:^-'  +  ■  •  • 
von  .1  und  B  eine  bilineare  Form  genau  vom  (a  +  /^V®"  Grade.  Demi 
AqBq  kann,  wenn  |  ^^  |  nicht  Null  ist,  nur  dann  identisch  verschwinden, 
wenn  Aq  identisch  verschwindet  (12),  was  gegen  die  Voraussetzung 
verstösst.  Allgemeiner  beweist  man  analog,  wenn  C  eine  weitere  bi- 
lineare  Form  vorstellt,  den  Satz: 

a)  Der  Grad  der  Forin  ABC  ist  gleich  der  Summe  der  Grade  von 
A,  B  und  C,  wenn  in  zwei  Faldorcn  des  symbolischen  Produktes  die 
Determinanten  der  Formen^  welche  mit  den  höchsten  Botenzen  von  k 
multiplizirt  sind,  nicht  verschwinden. 

Wir  behalten  die  Bezeichnungen  bei  und  beweisen  einen  weiteren 
Satz : 

b)  Ist  ß  ^cc  und  ]  Bq  \  nicht  Null,  so  gicbt  es  eine  und  nur  eine 
Form  Q  vom  Grade  a  —  ß  und  eine  Form  C  von  niedrigerem  als  ß'*" 
Grade,  welche  der  Gleichung 

A  ^QB  +  C    oder     .1  =  BQ -\- C 
Genüge  leisten. 

*  Vergl.  S.  54,  Aum.  1. 
♦*  Frobenius,  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  202. 
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Setzt  man  nämlich  _       ^ 

^  —  p  =  r> 

so  hat  man  die  Form 

so  zu  bestimmen,  dass  der  Grad  der  Form 

Ä-QB  =  C 
kleiner  als  ß  wird.     Nun  ist  aber 

+  (Äy-  Q^B,-Q,B,_, (^^B^)x!^+---- 

Daher  müssen  die  Koefticieiiteu  von  ).",  A""^,  .  .  .  X^  verschwinden; 
es  muss  also 

sein.     Da  [  Bq  ^0  vorausgesetzt  wird,   so  ergiebt  sieh  aus  vorstehen- 
den Gleichungen 

Qo  =  Ä,B-\    (?,=  (J,  -  Q,B,)B^'  =  Ä,B^'  -  A,Bo-'B,B-\ 
u.  s.  w.     Daher   sind   die   Formen    Qq,  Qn  •  ■  ■  Qy  und   damit    Q   und  C 
vollständig  bestimmt.    Analog  findet  man  die  Formen  Q  und  C,  welche 
die  Gleichung  Ä  =  BQ  -\-  C  erfüllen. 

36.  Von     besonderem    Interesse    sind    diejenigen    Formen,    deren 
Koefficienten   ganze  Funktionen  ersten  Grades  einer  Variabelen  X  sind. 

A  =^aikXiyk,    B  =  ^bikXiyk     {i,  1c  =  1,  2, . .  .  n) 
zwei  solche  Formen,  so  können  wir,  wie  oben, 

yl  =  ;.A+A,     B  =  XBo+B, 
setzen,  wo  also  Aq,  A^,  Bq,  B^  von  X  unabhängige  Formen  vorstellen. 
Ist    die    Determinante    '  A^     von    Aq   nicht  Null,   so    kann  die  Deter- 
minante ,  A  j  von  A  nicht  für  jeden  Werth  von  X  verschwinden;  denn 
man  hat  \A'^  =  XA,+ A,=  X<A,  +  ..  • +  \A,\- 

Ueber    zwei   bilineare    Formen    ersten    Grades   gilt  nun  folgendes 
Theorem  von  Weierstrass:* 


*  Weierstrass,  BM1868,  S.312  — 314  (Ges.WerkeBd.il,  S.21— 22); 
C.  Jordan,  Compt.  rend.  1871,  II.  sör.  pag.  787  und  Liouville's  Joum.  1874, 
S.  35;  Hamburger,  C  r  eile 's  Joum.  (73)  Bd.  76,  S.  113;  Darboux,  Liou- 
ville's Joum.  1874 ,  S.  347 ;  Kronecker,  BM1874,  S.  216  flg.  [Ges.  Werke  Bd.  I, 
S.  391  flg.];  Gundelfinger  in  Hesse 's  Vorl.  über  anal.  Geom.  des  Raumes, 
3.  Aufl.  1876 ,  IV.  Suijplem.  ;Stickelberger, Grelle 's  Joum.  (79)  Bd.  86 ,  S.  20  flg. ; 
Predella,  Le  omogr.  in  uno  spaz. ad  un  num.  quäl. di dimens.  Ann.  di  mat.  1889  —  90, 
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\'l.   Wi'iin    die   Formen    ^1  «=•  A  J,, -f  J,    uiul    Ji  -^  XBq-\-  Jii    so 

beschaffen  sind,  dass  die  Determinanten  \Aq    und    -^o  I 

nicht    verschwinden,    und    die    Elementartheiler    der 

Determinanten  AJ^  +  'i,    und   A  7^0+ ^'i  i  übereinstimnu-n, 

so   kunn    man  jede   dieser  Formen   in  die  andere  durch 

Substitutionen    triinsformiren,    die    nicht    Null    sind, 

und  deren  Koefficienten  nicht  von  A  abhängen. 

Bciccis.     Die  Systeme   der  Determinanten     A  '  und    B '  sind  von 

gleichem    Range    n;    ausserdem    stimmen    ihre    ET    überein;    folglich 

sind    die   Formen  .1  und  li  äquivalent  (Theorem  IVa  in  30,  34),  und 

zwar  können  auf  rationalem  Wege   zwei  solche  Substitutionen  P^  und 

Qq  gefunden  werden,  dass  symbolisch 

(1)  i>'  =  Po-l^o 

ist,   wobei    die   Koefficienten    der    Formen  P^J  und  Qq  im  Allgemeinen 
von  l  abhilngig,  ihre  Determinanten  aber  von  X  unabhängig  und  nicht' 
Null  sind  (30,  34).     Die  zu  F^  und  Qq  inversen  Substitutionen 

sind  von  gleicher  Beschatfenheit,  wie  Pq  und  Qq.  Aus  (1)  folgt  zu- 
nächst  P^Ä  =  BS„     AQ,=  B,B. 

Jetzt  bestimmen  wir  Formen  P,  Pj,  Q,  <'t>i,  P,  Pj,  S,  S^  so,  dass 

F,^BP,  +  F,     Q,=  Q,B+Q, 

Bq  =  AF,-\-B,     S^  =  S^A  +  S 

und  der  Grad  von  P,  Q,  P,  S  niedriger  wird,  als  der  Grad  von  B  bez.  A 
(35,  Satz  b).  Da  hier  A  und  B  Formen  ersten  Grades  sind,  so  sind 
die  Formen  P,  Q,  P,  S  voti  X  unabhängig.     Dann  wird 

PqA  =  P5o  =  B{S,  A  +  S)  =  BS,  A  +  BS, 
P,A  =  {BP,  +  P)A  =  BP,A  +  PA, 
^^^^  BP,A  +  PA  =  BS,A+  BS, 

B{P,-S,)A  =  BS-PA. 

Da  \Bq\  und  j^j  nicht  Null  sind,  so  ist  der  Grad  der  zuletzt  links 
stehenden  Form    nach  35,   Satz  a)  mindestens   gleich   Zwei,   der  Grad 


Ser.  II,  Bd.  XVII,  §  10;  Calb,  Dimost.  algebr.  del  teorema  di  Weierstrass  sul. 
forme  bil.,  Ann.  di  mat.  1895.  Diese  Autoren  beweisen  das  Theorem  mit  Benutzung 
der  Wurzeln  der  Gleichungen  XAo  +  Ai  |  =  0  und  !  i  2?,,  +  J^  1  =  ^ ,  also  auf  nicht 
rationalem  Wege.  Den  obigen  Beweis,  bei  welchem  die  Wurzeln  jener  Gleiclmn.,' 
(die  einf.  ET.)  nicht  expl.  auftreten  und  überhaupt  nur  rationale  Operationen 
vorkommen,  gab  Frobenius,  Grelle 's  Journ.  Bd.  (79)86,  S.  202  — 204. 
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der  rechts  stoheudeu  Form  ist  aber  höchstens  gleich  Eins,  daher 
müssen  in  der  letzten  Gleichung  die  rechts  und  links  stehenden  Formen 
verschwinden,  und  zwar  muss  (12) 

(2)  Pi-S,  =  0,     BS-PÄ  =  0 
sein.     !Nun  ist  aber  für 

L  =  i-jT/i  +  .n,  ?/2  -\ 1-  :i„y„, 

daher  ist  Qo^o=  ^'^ 

E  =  Q^{S,A  +  S)  ==  Q^S.A  +  {QyB+  Q)S 
=  (^S,Ä^Q,BS+QS 
und  wegen  (2)  somit 
oder  E-QS=Q,S,Ä+Q,PA 

(3)  E-QS  =  (Q,S,-\-Q,P)Ä. 

Die  Form  links  in  (3)  ist  von  A  unabhängig,  die  in  (3)  rechts  stehende 
enthält  X  in  den  Koefficieuten  mindestens  linear  (85,  Satz  a),  daher 
muss  (12) 

QoS,'+Q,P  =  0,     QS  =  E 

sein.  Die  Form  S  ist  nach  der  letzten  Gleichung  die  zu  Q  reciproke 
Form.     Daher  hat  man 

(4)  QS^SQ  =  E, 

und  es  ist  weder     Q  \  noch  j  S  |  Null.    Jetzt  folgt  aber  aus  (2)  und  (4) 

PAQ  =  PSQ  =  BE^B; 

da  B  nicht  Null  ist,  so  ist  es  auch  ,  P  \  nicht.  Die  symbolische 
Gleichung 

(5)  B  =  PAQ 

besagt  aber,   dass  A  in  B  durch   zwei  Substitutionen  P  und  Q  über- 
geht;  die  Koefficieuten   derselben  sind  von  ?.  unabhängig,   ihre  Deter- 
minanten nicht  Null;  daher  ist  unser  Satz  bewiesen. 
Aus  (5),  oder  anders  geschrieben,  aus 

).B,-^B,==P(XA,^A,)Q 
oder 

).B,+  B,  =  lPA,Q-j-PA,Q 

folgt,  da  diese  Gleichung  für  jedes  X  gilt  und  die  in  ihr  auftretenden 
Formen  von  X  unabhänorig  sind, 

B,=  PA,Q,     B,=  PA,Q. 

Die  Uebereinstimmung  der  ET  der  Determinanten 
\XAq-j-A       und     |Ai/o-fi?i 
ist  die  nothwendige  (26,  34)  und,  wenn  die  Determinanten  |  Aq  j    und 
I  Bq    nicht  verschwinden,  auch  die  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
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man  Substitutionen  P,  (^>  anj^i'hfn  kann,  (Utcu  Determinanten  nicht 
Null  sind,  und  die  sowohl  A^  in  li^^  als  A^  in  B^  überführen,  lieber 
die  Uebereinstimmung  der  ET  wird  auf  ratiomdem  M'cije  entschieden 
(34),  und  nur  rationale  Operationen  brauchen  augewandt  zu  werden,  um 
im  Falb'  der  Aequivalenz  der  Formen  ).Aq-{-  A■^  und  }.Bq  + B^  die  Sub- 
stitutionen P  und  (^>  zu  finden  (vergl.  .'{4  und  vorsteh<'nden  Beweis),  welche 
Aq  in  Bq,  A^  in   i>*j,  also  jede  Form  der  Seltaar  (1) 

(6)  ;.,^+;.,A 

in  die  entsprechende  Form  der  Schaar 
(7)  ).,B,-hLB, 

iiherfidtren.  Dabei  wurde  die  Einschränkung  gemacht,  dass  \Aq  und  '  Bq  \ 
(oder  auch  Ai  und  ]  B^  )  von  Null  verschieden  sind.  Um  nun  die 
analogen  Fragen  auch  im  allgemeinereu  Falle,  wo  nur  vorausgesetzt 
wird,  dass  die  BetermitUDiten  der  hetrachteten  Schaaren  (6)  und  (7)  nicht 
identisch  Null  sind,  wo  aber  die  Determinanten  heider  Grundformen 
jeder  Schaar  Null  sein  Icönnen,  zu  erledigen,  müssen  wir  die  ET  der 
Determinanten  \X^Aq-\-  hA^  \  und  |  ?.^Bq-\-  hB^  |  ins  Auge  fassen,  also 
zur  homogenen  Betrachtungsiveisc  übergehen.  Wir  nehmen  dabei  den 
Ausijans  vom  allgemeineren  Falle,  wo  die  Koefficienteu  einer  bilineareu 
Form  (Elemente  eines  Systems)  homogene  ganze  Funktionen  gleich 
hohen  Grades  zweier  Veränderlichen  X^  j  X^  sind. 

§  5.   Systeme,  deren  Elemente  binäre  Formen 
gleichen  Grades  sind. 

37.  Es  sei  A  =  y',aikXiyk  (/,  ä;  =  1,  2,  .  .  .  w)  eine  bilineare  Form, 
deren  Koefficienteu  homogene  ganze  Funldionen  «'*"  Grades  zweier  Ver- 
änderlichen Xy  \  Xo  sind.  Führen  wir  dann  in  A  an  Stelle  der  Veränder- 
lichen Xj  I  Ag  durch  die  lineare  Substitution 

(1)  (   ^^  =  ^-^+^' 

^  1   X^^Xh-^h', 

^vo  II         n 

gh'  -gh 

nicht  Null  ist,  eine  Variabele  (einen  Parameter)  X  ein,  so  geht  A  in 
eine  Form  der  im  letzten  Paragraphen  betrachteten  Art  über,  die  wir 
mit  A  bezeichnen  wollen.  Durch  (1)  geht  nicht  nur  ^  A\  in  '  A\f 
sondern  auch  jede  Subdeterminante  q^'^°  Grades  S^,  von  j  ^  in  die  ent- 
sprechende Subdeterminante  q^"^  Grades  S^,  von  A  \  über.  Ist  a^X^-^-a^Xo 
ein  linearer  Theiler  von  *S'p,  der  in  S^  zur  Potenz  l,,  auftritt,  so  tritt 
der  ihm  entsprechende  Theiler  rt/A  +  a^',  wo 
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von  (Sp  in  «Sp  zur  Potenz  /,,  auf,  falls  nicht 

■wird,  in  welchem  Falle  dem  Theiler  a^X^  +  a^Xo  von  S^  überhaupt 
Ar/«*  linearer  Theiler  von  S^,  entspricht.  Entspräche  nun  einem 
weitereu  Liuearfaktor  h^X^+hlc,  von  S^,,  wo  nicht 

«1 :  ffo  =  ^1  •  ?^2> 
ebenfalls  in  S^  der  Theiler  a[l  +  a^,  so  wäre 

wenn  C  eine  von  Null  verschiedene,  endliche  Grösse  bedeutet.  Aus  den 
letzten  Gleichungen  folgt  aber,  wenn  man  C  eliminirt, 

(üih^  -  aM(gh'—  g'h)  =  0; 

es  wäre  also  ,,        ,, 

gh  -  g'h  =  0, 

gegen  die  Voraussetzung.  —  Daher  tritt  der  Theiler  a[X  +  a'^,  wenn 
Oj  =1=  0  ist,  in  Sf,  genau  zur  Potenz  l^,  auf. 

Die  Koefficienten  a[  und  a'^  können  nicht  gleichzeitig  Null  sein, 
da  sonst  gh'—g'h  Null  wäre.  Die  Systeme  von  \Ä\  und  \A\  sind  da- 
her gIcicJien  Banges. 

Nun  sei  der  Rang  des  Systems  von  |  Ä  |  gleich  r.  Der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  aller  Subdeterminanten  r^°^  Grades  von  |  A  \ 
gleich  (t(Aj  A,).  Dann  wählen  wir  in  (1)  die  Konstanten  g  und  h  so, 
dass  G{g  h)  nicht  Null  wird,  und  führen  dann  A  mittelst  (1)  in  A 
über.  Ist  nun  a^Xy^-\-  ac,X^  irgend  ein  linearer  Theiler  von  G{X^\X^\ 
also  die  Basis  eines  ETs  des  Koefficientensystems  von  A  (4),  so  ist  a^ 
nicht  Null.  "Wäre  nämlich  a[  =  a^g-\-aJi  Null,  so  wäre  G{X^\X^) 
für  X^  =  g,  X^  =  h  Null,  gegen  die  Voraussetzung.  Daher  ist  a[X -\- a'^ 
ein  linearer  Theiler  aller  Subdeterminanten  r*"'"  Grades  von  \A\.  Tritt 
a^X^  +  a^X^  in  allen  Subdeterminanten  p*^''  Grades  (g^r)  des  Systems 
von  I  A  I  zur  Potenz  /,,  auf,  so  gilt  das  Gleiche  von  dem  entsprechenden 
Theiler  ajvH-  «g  aller  Subdeterminanten  q*^^  Grades  des  Systems  von  |  A  |, 
und  umgekehrt.  Daher  ist  vermöge  (1)  jedem  Elementatiheiler  (öiA,H-  a^  X^^o 
des  Koefficientensystems  von  A  ein  Elenmitartheilcr  i^a[X  +  a^)"?  des  Ko- 
efficientensystems der  Form  A  eindeutig  zugeordnet,  wenn  G(g\h)  von 
Null  verschieden  ist. 


*  Kein  „eigentlicher",  d.  h.  von  X  wirklich  abhängiger  Theiler  u.  s.  w.   Dieser 
Zusatz  „eigentlicher"  bleibt  als  selbstverständlich  oben  weg. 
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.'{S.  N'oii  dem  eben  entwickelten  Principe  der  Zuordnung  werden 
wir  spilter  noch  ausgedehnte  Anwendung  machen.  Zunächst  benutzen 
wir  dasselbe  zum  Beweise  des  folgenden  Theorems:* 

VII.  Ist  ein  System,  dessen  Elemente  binäre  Formen  gleich- 
hohen Grades  sind,  zerlegbar,  so  sind  die  Elementar- 
theiler  desselben  diejenigen  seiner  Tlieile  zusammen- 
genommen. 
Es  sei  die  Formyl,  deren  KoefHcienten  homogene  ganze  Funktionen 
gleichen  Grades  von  zwei  Veränderlichen  X^  \  X^  seien,  in  die  Theile  Ai 
und  Jo  zerlegbar;  §(,    und   ^lo   seien    die   Koefticientensysteme   von    A^ 
bez.  Jo-     Die  Rangzahlen  von  ?(,  ?(, ,  SI«  seien  bez.  r,  rj,  r^.    Bedeutet 
dimn  Cr  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Subdeterminanten 
^.ten  Grades  von  St,  und  haben  (i^  und  Go  für  die  Systeme  51^  und  Sf, 
die   analoge  Bedeutung,  so    ist  nach  33   (vergl.  die   Schlussbemerkung) 

(2)  G  =  G,-G,. 

Jetzt  transformiren  wir  mittelst  einer  Substitution  (1)  die  Form 

A  =  J^  +  A^ 
in  eine  Form  _        _         _ 

.1  =  A,  +  A, 

und  zwar  wählen  wir  dabei  die  Konstanten  g,  h  wieder  so,  dass  G  für 
Xy  =  g,  Ao  = /i  nicht  Null  ist.  Die  Systeme  von  -1,  A^,  A^  bezeichnen 
wir  bez.  mit  S(,  SIj,  %^.  Da  G  für  Aj  =  ^,  X^  =  h  nicht  Null  ist,  so 
gilt  wegen  (2)  dasselbe  von  G^  und  GV  Daher  ist  durch  diese  Gleich- 
ungen (1)  jedem  ET  von  Sl  ein  ET  von  %,  aber  auch  jedem  ET  von 
Slj  oder  STo  ^i^  ET  von  Slj  bez.  '^U  zugeordnet  (37).  Nun  sind  aber  die 
ET  von  %^  und  Slg  zusammengenommen  gerade  die  ET  von  % 
(Theorem  V,  34),  also  sind  auch  die  ET  von  %y  und  %-,  zusammen- 
genommen diejenigen  von  5(,  w.  z.  b.  w. 

39.  Es  seien  nunmehr  spccidl  die  Koefficienten  der  bilineareu 
Form  -1  binäre  Formen  ersten  Grades^  wir  können  dann 

(3)  A  =  XiAi  +  X.A._ 

setzen,  wo  A^  und  A^  Formen  sind,  die  nicht  von  Xi  X.^  abhängen. 
Alsdann  stellt  A  eine  Schaar  von  bilinearen  Formen  vor  (1).  Ist  die 
.Schaar  A  eine  ordinäre,  so  enthält  sie  eine  endliche  Anzahl  singulärer 
Formen  (10);  eine  singulare  Schaar  enthält  lauter  singulare  Formen. 
Das  Formenpaar  A^,  Ao  heisst  ein  ordinäres  oder  ein  singuläres 
Formenpaar,  je  nachdem  I  X^Ai  +  X„Ao  \  =i  0  bez.  £:Z  0  ist. 


•  Dasselbe  ist  in  einem  weit  allgemeineren  Theoreme  enthalten.    Vergl.  §  18. 

Math,  Elemcntartbcllcr.  5 


66  §  ö,  39. 

Es  sei  nun  durch 

eine  zweite  Schaar  gegeben.  Dann  lieissen  die  beiden  Schaaren  A  und 
i>  von  bilinearen  Formen  äquivalent,  wenn  man  Ä  in  7)'  durch  zwei 
von  Aj  ?.o  unabhängige  Substitutionen  P  und  Q  gemäss  einer  sym- 
bolischen Gleichung  B  =  PAQ  transformiren  kann,  deren  Deter- 
minanten I  P  und  ;  Q !  nicht  Null  sind.  B  geht  dann  in  A  durch  die 
zu  P  und  Q  inverseu  Substitutionen  P~S  Q~^  über,  die  ebenfalls  von 
ij  A,  unabhängig  sind  und  nicht  verschwindende  Determinanten  be- 
sitzen. Giebt  es^  Substitutionen  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante, welche  eine  Form  A^  in  eine  Form  Pj  und  zugleich  eine 
Form  A^  in  eine  Form  P,  transformiren,  so  heissen  die  Formen- 
paare A^,  A^  und  Pj,  Po  äquivalent. 

Sind  die  Schaaren  A  und  P  äquivalent,  so  giebt  es  Substitutionen, 
welche  jede  Form  der  einen  in  die  entsprechende  Form  der  anderen 
Schaar,  die  also  insbesondere  jede  der  Grundformen  der  einen  Schaar 
in  die  entsprechende  Grundform  der  anderen  Schaar  überführen  (36). 
Umgekehrt  folgt  aus 

B,  =  BA^Q,    B,^FA,Q, 

X,  B,  -f  L  P,  =  P(Ai  A,  +  l,A,)  Q 
''^''  B  =  PAQ. 

Giebt  es  Substitutionen  P,  ^,  wo  jP',  \Q\  nicht  Null  ist,  die  A^  in 
Pj  und  gleichzeitig  A„  in  P«  transformiren,  so  sind  die  Formenschaaren 

;.i  A^  +  ;..,  ^2    und    ;.i  Pj  -\- ;.,  Pg 

äquivalent.  Sind  die  Formenschaaren  A  und  P  äquivalent,  so  sind  es 
auch  die  Formenpaare  A^^  A^  und  Pj,  B„,  und  umgekehrt. 

Sind  zwei  Schaaren  ).^A -]- X^B  und  A^A-f  A,^  äquivalent,  so 
sind  die  Substitutionen,  welche  gleichzeitig  A  in  fK,  B  in  B  überführen, 
rational  bestimmbar.  Denn  sind  P,  Q  zwei  Substitutionen  der  gesuchten 
Arf,  so  hat  man  (symbolisch) 

f<  =  PAQ,     B  =  PBQ, 
woraus  für  Q~^  =  P 

AR  =  PA,     BP  =  PP 
folgt,  sodass,   wenn 

A  =^anXiyk,     B  =  V6/i-a:,?/i.,  | 

.     %  ^     %^  (e,A=l,2,...,0 

nach  (5)  in  10 
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<  '  <  / 

(/==1,2,...>0 

sein  nmss.  Man  hat  sonach  für  die  tin-  unbokanntfn  Koefficienten 
;)a  und  q,t  gerade  2n*  homogene  lineare  Gh'iehungen  (ö).  Die  Deter- 
minante dersell)en  muss  verschwinden,  und  die  willkürliclien  Kon- 
stanten, die  in  die  allgemeinste  Lösung  derselben  eingehen,  müssen  so 
gewählt  werden  können,  dass  P  =  =  0,  li\==0  ist.  Damit  ist  P 
gefunden,  aber  auch   (J^  da   Q  •=  P~^  ist* 

Eine  Formenschaar  bildet  zusammen  mit  allen  zu  ihr  äquivalenten 
Schaaren  eine  Klasse  von  P'ormenschaaren  (25).  Man  definirt  femer 
die  Begriffe  „elementare  Schaar",  „reducirte  Schaar",  u.  s.w.  hier 
genau  so,  wie  es  am  eben  citirten  Orte  bei  Formen  mit  ganzzahligen 
Koefficienten  geschah.  Analog  spricht  man  von  einem  „elementaren 
Formenpaare",  einem  „reducirten  Formenpaare",  u. s.  w. 

Aus  dem  Hauptsatze  II  in  8  oder  auch  direkt,  wie  in  24  und 
25,  ergiebt  sich  der  Satz: 

13)  Sind  zwei  Formcnschaarai  A  und  B  äquivalent,  so  stimmen 
ihre  Koefficientensysteme  im  Bange  und  in  dm  Elcmcntadheilern  üherein. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  bezeichnet  man  die  ET  des  Koefficienten- 
systems  einer  Formenschaar  Ä  auch  als  elementare  Invarianten 
der  Schaar  Ä  (des  Formenpaares  ^^  und  A^).  Man  wird  nun  sofort 
die  Frage  aufwerfen,  ob  sich  dieser  Satz  12  umkehren  lässt.  Das  ist 
aber  nicht  allgemein  der  Fall,  sondern  nur  dann,  wenn  die  Deter- 
minanten A  i  und  B  I  der  Schaaren  nicht  identisch  Null  sind;  im  ent- 
gegengesetzten Falle  müssen  nicht  blos  Kangzahlen  und  ET  der  Systeme 
von  A\  und  B^  übereinstimmen,  sondern  es  müssen  noch  weitere 
Bedingungen  erfüllt  sein,  damit  die  Schaaren  A  und  B  äquivalent 
sind  (§  8).  Wenden  wir  uns  zunächst  zum  Falle,  wo  die  JJeter- 
minantrn  der  Schaaren  A  und  B  nicht  identisch  Null  sind  und  die  ET 
dieser  Determinanten  ühercinstimmc^i.  Da  .1 '  nicht  identisch  Null  ist, 
so   können  wir   die  Konstanten  (j,  h  in  (1),   so  wählen,   dass  j  A  j  für 

X.  =  q.  ).o  =  h ,  also 

'f/A,  +  hA,\ 

•nicht  Null  ist,  was  zur  Folge  hat,  dass  auch 

gB,  +  hB, 

nicht  verschwindet.     Alsdann  wird  vermöge  (1) 


*  Vcrgl.  Frobenius,  Crollc's  Journ.  (79)  Bd.  86,  S.116— IIT. 

6* 
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X,A,  +  A3  J,  =  ((fA,  +  hA^)l  +  </'J,  +  /i'^2  =  A  Ji  +  X, 
A,  7?i  +  l^B,  =.  (j/l?!  4-  /ti?o)  A  +  f7'i)\+  ;i'i?3  =  A  j^i  4-  -^2 , 
wo  die  Formen 

gA,-hhA^^Ä„    g'A,-hh'A,^I, 

U.S.W,  gesetzt  wurden.  Die  ET  von  |  .4 1  und  \B\  stimmen  nach 
Voraussetzung  überein,  also  auch  diejenigen  von 

iA^i  +  ^sl     und     \XBi+K\     (37), 

die  Determinanten  A^  '  und  '  B^ '  sind  nicht  Null,  also  giebt  es  nach 
36,  Theorem  VI  Substitutionen,  deren  Koefticienten  von  A  nicht  ab- 
hängen und  deren  Determinanten  nicht  Null  sind,  die  lAj^-\- A^  in 
XBi+ B^  überführen.  Durch  diese  Substitutionen  geht  also  yJ^  in 
B^y  Aa  in  Bo,  mithin  die  Schaar 

).[Ä,  +  XIÄ, 
in  die  Schaar  l[B,+ X!,B, 

über.    Insbesondere  geht  durch  diese  Substitutionen 


in 


h'A,  -  hA,  =  h\gA,  +  /t  J,)  -  %'J,  +  /i'J.)  =  {Ky  -  hg')A, 

h'B,  -  hB,_  =  liigB,  +  /ii?o)  -  ]i((j'B,+g'B^)  =  {h'g  -  lig)A^, 

also  A^  in  B^  über;  analog  zeigt  man,  dass  jene  Substitutionen  A^ 
in  Bc,  überführen.  Die  Koefficienten  dieser  Substitutionen  hängen  nur 
von  denen  der  Formen  A^^  A^^  i?^,  B^  und  den  Konstanten  g,  g\  hy,  h' 
ab;  ihre  Determinanten  sind  nicht  Null;  also  sind  die  Schaaren 

A  =  A^  Aj^  +  A,  ^2     und     B  =  A^  B^  +  Ag  B^ 
äquivalent,  w.  z.  b.  w. 

Wir  wollen   das  erlangte  Resultat  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
VIII.  Zwei     Formenschaaren,     deren    Determinanten    nicht 
identisch    Null    sind,    sind  dann    und    nur  dann   äqui- 
valent,  wenn  die  Determinanten   der  beiden  Schaaren 
in  ihren  Elementartheilern  übereinstimmen. 
Dieses  Theorem   hat   zuerst  Weierstrass,   nur   in  etwas  anderer 
Form,  aufgestellt   in   seiner   für   unsere   ganze  Theorie   grundlegenden 
Arbeit:  „Zur  Theorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen."* 

Bezeichnen    wir     den    grössten    gemeinschaftlichen    Theiler    aller 
Subdeterminanten  p*^"  Grades  von  |  .^1 1  (von  \B  )  mit  Z)(^')(Z>('')),  so  ist 

*  BM  1868,  S.  312  — 314  (Ges.  W.  Bd.  II,  S.  21  — 22).  Vergl.  auch  die  S.  60— Gl 
citirte  Literatur. 
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nach  dem  Theoreme  VIII  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 

für   die   Aequivah'nz    der   Schaaren    A    und  J),   dass   U^"^  mit  J)^''^  für 

''  v 

p  —  1 ,  2,  .  .  .  7J  übereinstimmt.     Nun    können   aber   />*<">   und   !/'■'>   auf 

rationalem  Wege  ermittelt  werden  (,'J6,  .'J9),  a/50  Aawn  üher  die  Aequi- 
valmz  zweier  Formey\sch(iaren  auf  rationalem  Wc(/c  entschieden  werden, 
und  die  Substitutionen,  welche  eine  Schaar  in  eine  äquivalente  über- 
führen, können  durch  alleinige  Anwendung  rationaler  Operationen  ge- 
funden werden  (siehe  oben).  Nirgends  treten  die  (einfachen)  ET,  die 
im  Allgemeinen  irrational  sein  werden,  wirklich  explicite  auf.  Unser 
Beweis  dafür,  dass  die  Uebereinstimmung  der  ET  von  A  und  li 
die  Aequivalenz  von  A  und  Ji  zur  Folge  hat,  basirt  eben  auf  der 
Kronecker'schen  Reduktion  einer  Form  (28,  34),  die  rational  aus- 
geführt wird,  und  die  zu  einer  Form  führt,  in  welcher  nur  die 
zusammengesetzten  ET  als  Koefficienten  auftreten.  Dagegen  benützt 
Weierstrass  bei  seinem  Beweise  eine  reducirte  Form  einer  Schaar, 
welche  die  Zerlegung  der  Determinante  der  Schaar  in  ihre  einfachen  ET 
nothwendig  macht.  Indem  wir  nunmehr  auf  diese  ausserordentlich 
wichtige  Weierstrass'sche  Reduktion  einer  ordinären  Schaar  von 
bilinearen  Formen  näher  eingehen,  werden  wir  zugleich  einen  zweiten 
Beweis  unseres  Theorems  VIII  gewinnen. 


§  G.    Reduktion  einer  ordinären  Schaar  von  bilinearen  Formen 
nach  ^^'eierstrass.* 

a)  Vorläufige  Umformujig  der  Schaar  und  die  Jacobi'sche 
Transformation. 

40.  Es  seien  die  bilinearen  Formen 

^^  =^anx,yt,    B  =  ^hi^x.y,     (i,  /.•  =  1 ,  2,  .  .  .  n) 

die  Grundformen  einer  Schaar  Aj.-!  +  Agi^,  und  zwar  seien  die  Deter- 
minanten von  A  und  1:1  nicht  beide  Null,  also  sei  etwa  |  .4  j  von  Null 
verschieden.     Wir    verstehen    unter   X    eine    willkürliche  Veränderliche 

"'"'  '^"^  XA-B-  C, 

C-^cux.,j,    {l,h-l,2,...,,y, 
es  ist  also  ,  . 

und  die  Determinante 


•  Vergl.  zu  diesem  Parapraphen  die  zuletzt  citirte  Arbeit  von  Weierstrass: 
BMI868,  S.  310  — 338  (Ges.  W.  Bd.  n,  S.  19  — 44). 


$6,  -lO. 

Xa^i  —  &11 A(/i„  —  6i„ 


Cl-^IXÄ-  B 


X0>»1  —  hnl Xdnn —  ^nn 

von  C  verschwindet  nicht  identisch,  da  |^|-|-0  ist.  Wir  wollen  diese 
Determinante  kurz  mit  iS  bezeichnen.    Die  Wurzeln  der  Gleichung 

6^  =  0, 
die  sämmtlich  endlich  sind,  wollen  wir  mit 

bezeichnen,  wo  h  ^  n  ist.  Sei  c^,  =  c  eine  dieser  Wurzeln  und  der 
Exponent  der  höchsten  Potenz,  zu  welcher  erhoben  der  lineare  Theiler 
?.  —  c  von  S  in  allen  Subdeterminanten  (n  —  x)*^'  Ordnung  von  S  auf- 
tritt, gleich  Zx(x  =  0,  1,  ...  ?i  —  1,  /q  =  0-    Setzen  wir  dann 

(1)  h-i  -h  =  c,   (x  =  l,  2,...n;  ln-0), 
so  sind  die  Potenzen 

{l  -  c)%     {X  -  c)%  .  .  .  (A  -  Cjn 
von  X  —  c,    deren    Exponenten  nicht  Null  sind,    die  sämmtlichen  zur 
Basis  A  — c  gehörigen  ET  von  S  (4);  es  ist 

«1  +  ^2  4 [-  e„  =  1 

Nunmehr  bezeichnen  wir  die  Adjunkte  des  Elementes  Cn-  im 
Systeme  von  S  mit  S^,  ferner  diejenige  Determinante  (n  —  ;<)*°'  Ord- 
nung, deren  System  aus  demjenigen  von  <S  durch  Weglassen  der  x 
ersten  Zeilen  und  Spalten  hervorgeht,  mit  Ä^""),*  endlich  bedeute 

die   Determinante   (n  —  x  —  1)*^''  Ordnung,  deren  System  aus  dem  von 
S^")  dadurch  hervorgeht,  dass  mau  die  (*  —  jc)*^  Zeile  und  die  (/c  — x)*^ 
Spalte  weglässt.     Dabei  muss  natürlich  i]>x,  Z;  >  x  sein;  ist  i  oder  k 
kleiner  oder  gleich  x,  so  denken  wir  uns  /Sa-  =  0  gesetzt. 
Zunächst  erkennt  man,  dass 

(2)  5ir'^  =  >S'(^) 

ist.     Ferner  bestehen  nach  der  Determinantentheorie  die  Gleichungen 

^11  ^H:  —  Sil  Sik  =  S     Sik, 

S22  Sik  —  Si2  S2k  =  S    Sil, 

(3)  ^n    ,.»  ;/    .,/f  ^„   ^tn 


r,(n-  1)  q(«  -  1)  r,(/i  -  1)  r.C'.  -  1)  q(n  -  1)  Q.(n) 

WO  /S„„~ ^^  =  S      =  1  ZU  setzen  ist. 

♦  Es  ist  S»  =  ,S',  SW  =  5',  6'{2)  =  6'", ...  zu  setzen. 
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Wir  dilrfeii  die  Annahme  machen,  dass  in  der  Determinante  S 
die  mit  S\  S",  .  .  .  S^''~^^  bezeichneten  Subdeterminanten  alle  in  Be- 
zug   auf    den    linearen    Theiler    X  —  c    regulär  (5)    sind.     Da    nämlich 

N 0,   also  regulär  ist,   so    enthält  es  nach  Satz  1)  in  5  mindestens 

eine  reguläre  Subdeterminante  (n  —  1)*®"  Grades,  die  wir  durch  Reihen- 
vertauschung  an  die  Stelle  von  S'  bringen,  falls  dieses  nicht  schon 
regulär  war;*  nun  enthält  S'  nach  Satz  1)  wieder  mindestens  eine 
reguläre  Subdeterminante  (>i  —  2)**°  Grades,  u.  s.  w.  Man  kann  also 
durch  blosse  Keihenvertauschung  [Elementartransformationen  b)  in  27J 
bewirken,  oder  anders  ausgedrückt,  ivir  köiuirn  in  A  loul  B  und  (ht- 
)>iit  in  C  eine  solche  Anordnmuj  der  Variahelcn  Xi  und  iji  zu  (irunde 
legen,  dass  die  mit  S\  S",  .  .  .  hezeiehneten  Suhdcterminantoi  von  S  (die 
in  Bezug  auf  den  hetrachteien  Linearfddor  k  —  c  von  S  regulär  sind. 

Dass  bei  dieser  vorläufigen  Umformung  sämmtliche  ET  von  S 
ungeändert  bleiben,  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden  (27). 

41.  Da  die  Determinanten  S,  5',  S",  .  .  .  alle  regulär  sind,  wie 
wir  voraussetzen  dürfen,  so  ist  keine  derselben  identisch  Null,  wir 
können  daher  aus  (3)  die  Gleichungen 

S    "   S'   '^     SS'     ' 

^ik  _  ^rk_    ,    .^i2^2k 
S'   ~   S"  "^    S'S"   ' 

(4)  ^^  _  S^       3l^^ 

S"  ~~  S'"  "^   S"S"'  ' 


q(n-l)  c.(-.)  cj(n-l)  c.(n-l) 


S(»-i)         SH    '       6'(''-i)S('') 
folgern,  wobei  wegen  (2) 

<Sji  =  S  ,      022  =  5   ,  .  .  . 

gesetzt  werden  konnte.     Durch  Addition  ergiebt  sich  aber  aus  (4) 

^^  S  SS'     '^  ^S'S"' ~^  S"S"'~^  •"     ^fC^-DSH 

Ist  i  ^JcQc  ^i),  so  besteht  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  aus 
einer  Summe  von  i{k)  Gliedern,  deren  Bildungsgesetz  man  leicht  er- 
kennt. Jetzt  multipliziren  wir  (5)  rechts  und  links  mit  u^  i',  und 
sumrairen  über  /,  /r.     Dann  erhalten  wir 

•  Vergl.  den  Anfang  von  7. 


<  - 


2  §  6,  41  —  42. 


W     ^y^  ü  "♦■*■'""  SS'  "^   s' s"    "^    s" s'"    "^       ^  s("-i)S('0 

wemi  wir 


X(-)= s. 


(n-1) 


n  n 


U„ 


und 

r"     =  +  522  t'2   +  'S'gorj  -\-   '••  +  Sn^Vn, 

(^^         r"=  53;r3+---  +  5:3i'„, 

r('^= siT'^Vn 

setzen.     Die  durch  (6)  gegebene  Umformung  einer  bilinearen  Form 

bezeichnet  man  als  die  Jacobi'sche  Transformation  der  Form* 
Die  hier  entwickelte  Methode  gab  Weierstrass  I.e.  an. 

S. 
b)  Die  Zerlegung   von^— ^if^r,  in  Partialbrüche. 

42.  Auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  steht  die  zur  Form 

reeiproke  Form  C~  ^  (12);  C~^  ist  eine  rationale  echt  gebrochene 
Funktion  der  Veränderlichen  X  und  soll  als  solche  in  Partialbrüche  zer- 
legt werden.  Uns  interessiren  zunächst  nur  die  Glieder  der  Zerlegung, 
in  deren  Nennern  Potenzen  des  Linearfaktors  X  —  c  von  S  stehen. 
Anstatt  nun  dieselben  direkt  aus  C~^  zu  berechnen,  benutzen  wir  die 
Gleichung  (6)  und  zerlegen  jedes  Glied  der  rechts  stehenden  Summe 
in  Bezug  auf  ).  —  c  in  Partialbrüche  und  fassen  dann  die  Glieder,  in 
deren  Nennern  gleichhohe  Potenzen  von  ?.  —  c  stehen,  zusammen.  Um 
nun  das  Glied 

*  Vergl.  Jacobi,  Crelle's  Jouni.  (.57;  Bd.  53,  S.  265. 


Reduktion  einer  Formenschaar  nach  Weierstrass.  73 

x(»)r<«) 

wo  X  eine  dvr  Zahlen  1,  2,  ...  w  bedeutet,  und  X('»=  X',  X^-)  =  X", 
U.S.W,  zu  setzen  ist,  in  Partialbriiche  zu  zerlegen,  verfahren  wir  wie 
folgt: 

AVir  wissen,  dass  S*''—"^^'^  den  P'aktor  X  —  c  genau  zur  Potenz 

h-i  +  h 

enthält,  da  die  Determinanten  5^'"^^  und  5^"*'  in  Bezug  auf  ).  —  c 
regulär  sind  (40).     Also  ist 

|/6^(x-i5(x).  ^       =  Q 

eine  Funktion  von  /,  die  für  X  =  c  nicht  Null  wird;  wir  können 
daher  in  der  Umgebung  der  Stelle  X  =  c  sowohl 

als  auch  ,,,  , 

1  M 

in  eine  unendliche  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  ).  —  c  ent- 
wickeln.*   Nun  sind  aber  X^''^  und  1'^''^  bei  unbestimmten  Werthen  von 

u^,  u.,,  .  .  .xin     und     i\,  v.y,  .  .  .  v„ 

durch  die  Z^*"  Potenz  von  ?.  —  c  und  keine  höhere  theilbar,  da  S^'''^  =  S^''~'^'^ 
in  (7)  und  (8)  regulär  ist.     Die  Entwickelungen  von 

und 


V  Q 

haben  demnach  folgende  Gestalt: 


*  Zerlegt  man  (^*  irgendwie   in  Faktoren  j),  q  derart,   dass  sich  j)  und  q  in 
der  Umgebung   der   Stelle  l  =  c   nach   steigenden   Potenzen  von  A  —  c   entwickeln 

lassen,  so  gilt  das  Gleiche  von  -" "°"  ,  sowie  von 

p  q 

^(X)  y(x)  _^(X)   jr(x) 

und    man   erhält   schliesslich  für  — ; — -r—    eine    Entwickelung   von   der  Ge- 

o(x  —  1)  o(*)  ° 

stalt  (12).     Wenn  oben  speciell         "  '■' 

p  =  q  =  Q 

gewählt  wurde,   so   geschah   dies    mit   Rücksicht    auf  die  Aueführungen  in  §  10 
dieses  Buches. 
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(9)    ^  =  (A  -  r)'''[X,o+  (A  -  c)Xx,  +  (A  -  c)=X,2+  ...], 

(10)    -™  =  (A  -  r)'"  [r,o  +  (A  -  r)  r.i  +  (A  -  c)-  F, 2  +  •  •  •] , 
wo  die  Xx^,   Fx.   von  der  Form 

Xx^  =-— p((7xx>i?<x  + hCnx^Ua)       ^  =  0,    l,  .  .  ., 

V   (-X 


(11) 


sind;  Ct  inid  die  Koefticienten  von  u^,  .  .  .  Un  und  v^,  .  .  .  v„  in  (11) 
sind  ganze  Funktionen  von  c  und  den  Koefficienten  der  Formen  A 
und  i). 

Aus  (9)  und  (10)  folgt   aber    durch  Multiplikation,  wenn  wir  für 
Q  wieder  seinen  Werth  einsetzen, 

[r,o+(A-c)rxi  +  ---] 
oder  mit  Rücksicht  auf  (1) 


(12) 


5(«-i)5W        (i-c)'x 


— i— [Zo+  Z,(A  -  c)  +  4(A  -  c)2+  •••] 
(i-c)-'f 


die  y.  ersten  rechtsstehenden  Glieder  sind  der  Beitrag,  tvelchen 

hei  der  FaHidlhruchzcrlcyung  in  Bezug  auf  den  Lincarfaldor  1  —  c  liefert, 
wie  sich  aus  den  bekannten  Regeln  über  die  Partialbruchzerlegung  un- 
mittelbar ergiebt.  Für  uns  kommen  nur  die  Koefficienten  von  A~*  und 
A"~-  in  Betracht.     Wir  bezeichnen  dieselben  mit  Fy.  bez.  G,..    Dann  ist 

oder,   wie  sich   durch  Ausmultipliziren  des  Produktes  in  (12)  ergiebt, 

I     Fy.  =  Xx  0  Yx,  e^  —  l-r    Xx  1  Fx,  «^  _  2   +  •  •  •  +   Xx ,  e^  —  1  F^  o  j 
Gx  =  XxO  ix,<'^  —  2  +    X^  1  Fx,,^_3  +  •  •  •  +  X>,_^^_  2  FxO  . 


Für  ey.  =  l    ist   Gy.  =  0   zu   setzen;    ist  e^=0,    so    sind   natürlich 
Fx  und  Gx  XuU.    Wir  setzen  jetzt  mit  Weierstrass 
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(14)      3^-.r..-(x.r.).  ("+::;-;  ^_J; 

dann  schreibt  sich  (13)  kurz, 

^^°'     .      .  l  (;.-(A\y,).,_,; 

nach  Obigem  ist 

(x.r,)o=o 

zu  setzen.  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Koefficienten  von  (l  —  c)~*  und 
(X  —  c)~'  in  der  Partialbruchentwickelung  von  C~^  mit  /•'  bez.  G,  so 
ist  wegen  (6)  und  (15) 

(16)  ^  (x  =  l,2,...70. 
^    ^         (  G=G,+  Go+ •••  +  (?„  =2(X,r. )<.,-! 

Ist  Je  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .  n  und  eA->  0,  aber  Ck  +  i  =  0,  so  ist 

^1  ^  ^2  ^  •  •  •  ^  e^ , 

6*+  1    =    Ca-  +  2   =   •  •  •  =  6;,  =  0 

nach  6,  Gleich.  (16).    Daher  ist 

i^=V(X.Y.)., 

(17)  ^  {x  =  1,2,...  Je). 
^    ^                         G^=^(A'.Y,),^_x  '    '         ^ 

Wir  fassen  das  erlangte  Resultat  nochmals  zusammen:  JDie 
Koefficienten  von  (X  —  c)~^  und  (X  —  c)~-  in  der  FaHialbrucJizerlegung 
von  C~^  in  Bezug  auf  einen  hestimmten  LincarfaJdor  X  —  c  von  S  sind 
durcJi  F  und  G  in  (17)  gegeben;  dabei  bedeuten 

die  Exponenten  der  sämmtlicJien  zur  Basis  X  —  c  geJiörigen  ET  von  S. 
In  F  und  G  treten  die  linearen  homogenen  Funktionen 

^^10;  ^*-m  •  •  •  -'^i.'i  — ij      -^2o>  -^20  •  •  •  -»-a.f,— 1?  •  •  -j 

%  X/cOf    X^i,  .  .  .  A^.  ,,^_i 

von  », ,  Uo, .  .  .  Un  und 

V     V  Y         •     y      y  y         •      . 

-'lOJ     -'in  •  •  •    -^  1.  '1  — 1)         -'20>      -'21>  •  •  •     -^  2,r,— 1,  •  •  •, 
i*0;     i;i,  •  •  •    it./-;.  — 1 

von  ü,,  i'o,  .  .  .  Vn  auf.  Die  Anzahl  der  Ausdrücke  X^^  in  i^  und  Y^, 
in  G  ist  bez.  gleich  (40) 

(18)  Cj  4-  fo  +  •  •  •  +  c,  =  ;. 
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43.  Waren  in  der  Determinante  S  die  Subdetermiuauten  5",  S". . . 
ursprüniilioli  nicht  sämmtlich  regulär  in  Bezug  auf  X  —  c,  wie  es  im 
Allgemeinen  der  Fall  sein  wird,  so  hatten  wir  uns  C  durch  lineare 
Substitutionen  einfachster  Art,  die  mit  Vertauschungen  der  Variabelen 
X,  bez.  y,  gleichbedeutend  waren,  schon  passend  umgeformt  gedacht, 
ehe  wir  die  weiteren  Entwickelungen  in  41  und  42  vornahmen.  Geht 
nun  allgemein  die  bilineare  Form  C  durch  die  linearen  Substitutionen 

,  „,  f  Xi  =  aiix[  +  a.j,x!,  H +  «n,< 

deren  Determinanten  nicht  verschwinden  und  deren  Koefficienten  nicht 
von  X  abhängen,  in  die  Form  C  über,  bedeutet  S  die  Determinante 
von  C,  u.  s.  w.,  so  ist  für 

bekanntlich: 

(21)  ^'-^  «,r,  =2'^ ul v]     (/,  /.•  =  1 ,  2, .  .  .  n); 

die  Wurzeln  von  5  =  0  und  <S  =  0  stimmen  überein,  desgleichen  die 
Zahlen  l^  und  ly.,  Cy.  und  Cy.  (Satz  9  in  26,  34).  Wird  nun  insbesondere 
durch  die  Substitutionen  (19)  die  Regularität  der  Determinanten 
6'i,  Si  .  .  .  in  S  in  Bez.  auf  einen  bestimmten  linearen  Theiler  X  —  c 
von  S  erzielt,  so  können  wir  die  Jacobi'sche  Transformation  anwenden 
und  darauf  die  Partialbruchzerlegung  in  Bez.  auf  X  —  c  vornehmen,  wie 
es  in  40  —  42  angegeben  wurde.  Indem  wir  dann  wieder  die  u'.,  v'. 
durch  die  m,  bez.  r,  ausdrücken,  erhalten  icir  ivegen  (21)  die  Partial- 
bruchzerlegung von  ,9 

^-^^A-^''     (»■,  ^  =  1,  2, ...  w) 

in  Bezug  auf  den  Theiler  X  —  c  von  S.     Es  wird 

(22)  ^^„..,.....  +  ^,+^  +  ff, 

WO  F  und  G  durch  (14)  und  (17)  definirt  sind  und  nach  (11)  die 
^xM)   ^x*  Ausdrücke  von  der  Form 


(23) 


yCx 


sind;  Cy  und    die    Koefficienten   der  Veränderlichen   w,   und  v,   in   (23) 
sind  ganze  FunJctiomn  von  c,   der  Koefficienten    der  Formen  Ä  und  B 
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und  der  Substitution.skot'fticieiiton  «a  und/j,|-  Unter  //  ist  die  Ge- 
sammtheit  der  nicht  iiuf  den  Theiler  X  ~  c  bezüglichen  Glieder  der 
Fartialbruchentwickelung  zu  verstehen. 

Da  wir  die  Regularität  von  S',  S",  .  .  .  durch  Elementartransfor- 
mationen b)  in  27  erzielen  konnten,  so  sind  die  «.^  und  /3a  hier  nur 
Zahlen  „Null"  oder  „Eins'',  und  von  den  Koeflicienten  der  ?<,  und  t', 
in  (23)  sind  je  x  —  1  Stück  nach  (11)  gleich  Null;  d  h.  die  Ausdrücke 
^»fi,  Yxv  haben  zwar  die  in  (11)  angegebene  Gestalt,  aber  die  u,  bez. 
Vi  werden  im  Allgemeinen  unter  sich  vertauscht  sein.  Wir  haben, 
anders  ausgedrückt,  in  den  gegebenen  Formen  A  und  B  die  Ver- 
änderlichen Xi,  ifi  in  bestimmter  Weise  zu  vertauschen,  die  Ent- 
wickelungen  genau  wie  in  40  —  42  vorzunehmen  und  am  Schlüsse 
in  den  X^^,  i'xv  eine  der  Vertauschung  der  Variabelen  x,  und  y,  ent- 
sprechende Vertauschung  der  u,  bez.  y,  eintreten  zu  lassen.  Wir  haben 
vorstehend  die  Partialbruchzerlegung  von  C~^  für  eine  bestimmte  Wurzel 
c  =  c,  von  5  =  0  durchgeführt.  Um  anzudeuten,  dass  sich  diese  Ent- 
wickelungen  auf  die  Wurzel  c,,  beziehen,  denken  wir  uns  in  ihnen  c  =  c„ 
und  Ix,  e^,  k,  F,  Cr  u.  s.  w.  mit  einem  oberen  Index  q  versehen,  also 
^T,  e^'  U.S.W,  geschrieben.    Es  ist  wegen  (18) 

g((')  +  eU')  +  . . .  +  e(^)^  =  Ik') 

Im  Allgemeinen  wird  jede  Wurzel  von  5=0  eine  besondere  Anordnung 
der  Veränderlichen  .r,  und  ?/,,  und  damit  auch  der  Veränderlichen  U; 
und  V;,  erfordern  (43,  Schluss);  daher,  werden  auch  die  im  Vorher- 
gehenden mit  S',  S'\  .  .  .  bezeichneten  Determinanten  im  Allgemeinen 
für  die  verschiedenen  Wurzeln  verschieden  sein.  Unseren  jetzt  ein- 
geführten Bezeichnungen  gemäss  haben  wir  nunmehr  für  C~^  eine 
Partialbruchzerlegung  von  der  Gestalt 

{91^  r-i- V^''*"*"'        \     ^'     \    ^^'    \      I     ^"    I    ^"    ! 

wo  nach  (IG)  und  (17) 

I  F(Q)  =  i^l>^  +  Fi''  +  ■  • .  4-  i^S  -^W'^  YU,%') , 
(^°)         {  Gk')  =  Gl'^')  +  G'^^  +  . . .  +  G,^ä  =^(XU')  re),(c'Ui 

ist,  und  X  =  1,  2,  .  .  .  /:''\  q  =  1,2,  .  .  .h  zu  setzen  ist. 


TS  §G,  44. 

c)  Die  Entwickolxing  von  ('"  '  nach  fallenden  Potenzen  von  X. 

44.  Aus  Gleichung  (24)  ergiebt  sich  eine  Kntwkhclung  von  C~^ 
nach  faUendcn  Potenzen  von  A;  gerade  diese  Entwickelung  ist  für 
uns  wichtig.    Man  hat  nämlich 

rk>)  yl'j)  //(?) 


also  Cl-V' 


i      r 


X' 


^'^■^2^  "5"  "^-  *'• = 1 + r- 

+  ••• 
Setzt  man  in  den  Koefficienten  von       und     ,   für 

F',  F"....F^'-\   G',  (;",-..  G(*) 

ihre  durch  (25)  gegebenen  Werthe  ein,  so  erkennt  man,  dass  in  ihnen 

(27)  Z'+Z"+...  +  7(M  =  „ 

lineare  Formen  Xjc)  von  u^,  u.,, . .  .  u„  und  ebensoviele  lineare  Formen 
1>)  von  fj,  t'j,,  .  .  .  Vn  auftreten  (42,  Schluss).  Die  sämmttklicn  ET 
von  S  sind  durch  die  Potenzen 

(;. - f,)-:,  (X - c,y[, ...  (a - c,)'i- ;   (a - c,,)";',  (i - cj;', . . .  (a - c^Yk--, 

.  .  .;  (A  -  c.)'-'^"^  (A  -  o,)"^^'^,  .  .  .  (A  -  C;,)V'') 
gegeben;  es  sind 

/.•'  +  /c"-i.... -f. /,•(/-)  =  ,„ 

Stück;  ferner  ist  die  Summe  der  Exponenten  dieser  Potenzen  gleich  w  (43). 
Nun  lässt  sich  aber  die  Bezeichnung  bedeutend  vereinfachen.    Es 
seien,  in  irgend  einer  Reihenfolge  geschrieben, 

(A-0%   (A-r,)%    (A-c,)%...(A-c,„)^m 

die  eben  aufgeführten  sämmtlichen  ET  von  S,  wobei 

(28)  ei-\-e,-^---  +  c,n  =  n 

ist;  die  c,  brauchen  natürlich  nicht  alle  gleich  zu  sein,  sie  werden 
eben  nur  mit  verschiedenen  Buchstaben  bezeichnet.  Dann  können  wir 
für  ;,=;.■  y=^- 

F'+  F"+ ...+  FC')  -^{K 1%'^  +^(Xx  r:)4'  -f-  •  •  • 

z  =  l  z  =1 

kurz  ''^i 
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schreiben.     Denn  ist  etwa 

(i  —  c^,)V'  =  (A  —  Ca)'o, 
so    wird  ,  \      ,  ^  /  V      /  X 

schreiben  wir  nun  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichunjr  o  für  x, 
so  wird  der  obere  Index  q  übertlü.ssig,  da  die  vermöge  der  Bedeutung 
des  Zeichens  {X^}'' !„■'''), ^  zu  jedem  einzahlen  ET  gehörigen  A'^^,  Ya^ 
nunmehr  durch  den  vorderen  unteren  Index  <J  gekennzeichnet  sind. 
Wir  können  ferner  jetzt  analog 

(;'+  r;"+  ...  +  ('^"^    =2(x.  r„),.,_,  (^  =  i'  2, . . . ,.) 

setzen,  sodass  schliesslich 

C-y;  ^     = ] i ii \-  •■■ 


wird,  wo  0  =  1,2,...?»  zu  nehmen  ist.    Die  linearen  Formen  Xaf,,  Yg^ 
von 


sind  jetzt 


«1,  ?<.,,  .  .  .«,.    bez.     t\,  Vi,  .  .  .  v„ 
X^iOj   All,  .  •  •  Xi.,-,  _i;      A20,   Aoi,  .  .  .  A'o  ^^_i; 

•'»■mO?    -^^ml)  •  •  •  -^^"tte^ — 1 


Es  sind 


iio>   iiii  .  •  •  ii..,  — 15     ^20,   Y21,  .  .  .  Y-j.e^  —  i'i  .  .  .: 
Y         Y  Y 

■'-mO,     -f-  ml,  •  •  •    .*'".<'„,  —  !• 

f  1  +  fo  H h  e,n  =  n 

Formen  X„f,  und  ebensoviele  Formen   Y„y,  wie  wir  schon  oben  sahen 
45.  Von  nun  an  verstehen  wir  unter  den  X,,^  diejenigen  linearen 
Formen  der  Veränderlichen  .Tj,  r»,  .  .  .  x„,  welche  aus  den  bisherigen  X^^ 
dadurch  hervorgehen,  dass  in  ihnen 

(30) 

gesetzt  wird,   unter  Ynr  diejenigen   linearen  Formen  der  7,,  y^j-'-Vn, 
welche  aus  den  seitherigen  Yar  dadurch  hervorgehen,  dass  in  ihnen 

^^.K  cA  cA  dA 

gesetzt  wird;  dann  werden  nach  (23)  die  X^^,  Yai  von  der  Gestalt 


cA 

cA 

dÄ 

l(c=-                >    • 

•  •  «»  =  - — 

C^i 

«^y. 
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WO  Ca,  C'of,,  D!„y  (i  =  1,  2,  .  .  .  n)  ganze   Funktionen  von  c«  und  von 
den  Koefficienten  (i,t  und  &a   sind. 

Geht  die  Form  "^SikiikV,  {i,  k  =  1 ,2,  .  .  .  )i)  durch  die  Sub- 
stitutionen (30)  und  (31)  in  eine  bilineare  Form  der  x,,  y^y  die  mit 
^{xij)  bezeichnet  wird,  über,  so  ist  nach  (29) 

[^öö]         — ^—  -  j_  +  p  +  •  •  •  • 

Nun  werden  wir  sofort  — ^7^—  aber  noch  auf  eine  zweite  Art  nach 
fallenden  Potenzen  von  X  entwickeln.     Führt  man  in 


Cj j  Cj2  •  •  •  Cin'^x 


21     22 


0-2  n  V. 


^SikUkVj^- 


CnlCn2  •  •  •  Can  ^n 
2<1    ^2  •   •  •     '^nO 


die  Substitutionen  (30)  und  (31)  aus  und  multiplizirt  rechts  und  links 
mit  A^,  so  kommt  zunächst 


X'<t>{xy)  =  - 


C,n-   •  •  Can        X 


CA 


^  dA 


A-^     0 


Nun  multiplizire  man  die  ersten  n  Zeilen  vorstehender  Determinante 
der  Reihe  nach  mit  x^^  x^,  .  .  ■  x^  und  subtrahire  sie  bez.  von  der  letzten 
Zeile;  in  der  so  erhaltenen  Determinante  multiplizire  man  die  n  ersten 
Spalten  der  Reihe  nach  mit  Vi,  y^,  •  •  -yn  und  subtrahire  sie  bez.  von 
der  letzten  Spalte;  dann  wird,  da 


ist, 


c,i=  J.aik  —  hik 
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81 


l'(p{xtj)  =  - 


dA 


A«,,  —  ^u  .  .  .  Aa,  „  —  ü;i,     X^ 


Aönl—  hnl...  XUnn—  h„n       >■ 

cB  eil         _ 

-^^11  —  &u  .  .  .   Affin  —  &1: 


-kA 

dB 


A  Ort  1  —  L>n  1  •  •  •  A  a„  „  —  bnn 

dB  cB 


dB 
-XA-B 


Daraus  folgt  ^,     \  r,       t\i 

;..*|S!l  =  ;i^  +  2i  +  ^  +  .f,  +  ..., 

WO   es   auf  tue  nähere  Bestimmung  der  Koefficienten  D,  D', 
ankommt,  und  weiterhin 


nicht 


(34) 

•                           •  O  (jC  'U*) 

und  somit  haben  ic'ir  in  der  Tliat  eine  zweite  Entivickelung  von  — ^^-^ 
nach  falleiulen  Potenzen  von  l  gewonnen. 


d)  Die  Weierstrass'sche  reducirte  Formenschaar. 
46.  Nunmehr    gelangen    wir     rasch    ans    Ziel.     Vergleicht    man 


nämlich  die  beiden  Entwickelungen  (33)  und  (34)  von 
giebt  sich  sofort 


<t>  (-y  .v) 
s 


}  so  er- 


(35) 


B=^yCa{XaYa).,+   V(X„  r.).„_i 


((y  =  l,2,  ...  w); 


die  n  linearen  Formen  Xg^  der  x^,  x,,,  .  .  .  x„,  ebenso  die  n  linearen 
Formen  Ya^  der  Vi,  y^,  ■  ■  ■  tfr,,  tceJche  in  A  und  B  auftreten  (44),  sind 
unabhängig  von  einander.  Betrachtet  man  nämlich  -l  als  bilineare  Form 
der  2 n  Veränderlichen  X„^,  io,,  so  werde  dieselbe  mit  A  bezeichnet. 
Dann  ist  für  (i  -\-  v  =  e„  ~  1 


also  ist 


dX„, 


=  Y 


o  » 

|A1  =  1. 


a«A 


cX.u^^o. 


=  1, 
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Nun  peht  aber  A  in  A  durch  die  linearen  Substitutionen  (32)  über; 
daher  ist  nach  11,  2) 

I  -4  I  =  det.  der  Xo^-1-det.  der  l'ai', 

da  aber  nach  Voraussetzung  |  -4|=j=  0  ist  (40),  so  kann  nach  der  letzten 
Gleichung  weder  die  Determinante  der  n  linearen  Formen  Xa/u  der 
a*!,  .Tj,  . . .  :r„  noch  diejenige  der  n  linearen  Formen  Y„r  der  y,,  ?/o,  . . .  y« 
Null  sein,  w.  z.  b.  w. —  Man  kann  also  auch  umgekehrt  die  a\,  Xc,,...Xn 
durch  die  Xa^,  die  Vi,  Va-'-Vn  durch  die  Yay  ausdrücken,  d.h.  aus 
(32)  folgen  Gleichungen  von  der  Form 


(36) 


Xi  —  ^  ^ia fi  -^a n 


Das  erlangte  Resultat  können  wir  folgendermassen  aussprechen:  Sind 
Ä  und  B  zivei  hilineare  Formen  von  je  2n  Variahelen,  von  denen  die 
erste  eine  nidit  vcrscJnvindende  Determinante  hcsitzf,  sind  ferner 

{X  -  Ci)'«,     (A  -  fo)'^  .  .  .  (A  -  c,nym     (m  £  n) 

die  sämmtlichen  Elementartheiler  der  Determinante 

\IA-B\, 

so  liönnen  durch  lineare  Suhstitutionen  (36),  deren  Determinanten  nicht 
Null  si7id,  die  Formen  A  und  D  gleichzeitig  bez.  in  die  hilincaren  Formen 

I  A  =  y(x.r.)..^,  I 

(37)  ^  ^  {a  =  \,2,...m) 

von  je  2n  Veränderlichen  Xa^,   Yay  transformirt  werden,  ivo 
(X„  r.),^  =  yx,,  Y.J^'  V  =  0,  1, ...  e.- 1\ 

--^^  V/Lt  +  V  =  Ca— 1  / 

defmirt  ist,  und 

(XaYa)e„-,  =  0 

ZU  nehmen  ist,  uenn  e^  =  1  ist. 

47.  Wir  lassen  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  die  Determinanten 
beider  Grundformen  der  zu  reducirenden  Schaar  X^A -^  X^B  von  Null 
verschieden  sind,  fallen  und  neluncn  hlos  an,  dass  die  Determinante  der 
Schaar  niclit  identisch  Null  ist.    Die  sämmtlichen  ET  der  Determinante 

\X,A  +  X,B\ 

der  Schaar  seien,  in  irgend  einer  Reihenfolge  geschrieben. 
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wo  7«  *^  n   ist. 

Wir  führen  nun  mittelst  einer  Substitution 

(38)  K-9>'-ü'y     L-hl-h', 

9h'-g'h 

nicht  Null  sein  soll,  statt  der  Veränderlichen  A^  |  A«  einen  Parameter  l 
ein  (vergl.  37).     Dann  wird 

X^A  +  ;.. B  ^{gA  +  liB)X  -{g'A  +  h' B)  =  XÄ-B, 
wo  _ 

Wählen  wir  dabei  g\h  so,  dass 

ist,  so  ist  durch  (38)  jedem  ET  {aak^  +  h^Ky^  von  |  Ai^+  AjBj  ein  ET 

[iciog  +  hoh)X  -(aag'+  hah')]'" 

von  jA^l  — i^l  zugeordnet  (37).     Die   Konstanten  g,  g\  h,  h'   können 
und  wollen  wir  so  wühlen,  dass 

(40)  gh'g'h  =  l 

ist.     Da  es  femer  nur  auf  das  Verhältniss  der  Koefficienten  üa  |  ba  an- 
kommt, so  können  wir  aa\h„  so  bestimmen,  dass 

(41)  aag  +  hah  =  1 

ist.     Denn  wir  haben  aag  +  hah  =j=  0  vorausgesetzt;  es  sei  also 

aag  +  hah=p, 
wo  p  =j=  0  ist.     Dann  wird 

und  wir  brauchen   daher   nur     '^-  für  «a  und  -'^  für  ba  zu  nehmen,  um 

/)  p 

das  Gewünschte  zu  erreichen.  —  Dadurch  wird  einfach 

aaX,  -f  baXo  =  A  —  (aag'  +  bah')  =  A       Ca, 
wenn  i  -  \    ^  /  > 

(42)  aag'  +  bah'  =  c. 

gesetzt  wird.     Die  sümmtlichen  ET  von  AA  —  B\   sind  alsdann  (37) 

(A-0%     (A-C3)%...(A-c„.y"'; 

|J.|  ist  nicht  Null,  also  können  wir  nach  46  A  und  B  in 

6* 
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A  =  y(XoY.\^ 


^  ((T  =  1,  2, .  .  .  m) 


umformen  (vergl.  Formel  (35)  oben),  wo  die  X„^  {Y„,)  n  unabhllngige 
lineare  Formen  der  ic,  (y,)  sind  von  der  Gestalt  (32);  in  letzteren 
Formeln  sind  C„,  (-^iau,  Dtav  (i=l,  2,...n)  ganze  Funktionen  von 
Ca  und  von  den  Koeflicienten  von  A  und  li,  mithin  auch  wegen  (42) 
und  (39)  ganze  Funktionen  von  üo  \  ha  und  den  Koefticienten  von  A 
und  B. 

Aus  (39)  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  (40)  und  (42) 

.1  =         h'Ä-  hB^    y^ill'  -  h  Ca)    {Xa  Ya)e,   -  k  ^(X.  Ya)e,  -  ,, 

!>'  =  -  g'Ä  +gB  =  ^(gca  -  g')  (X,  F,),„  +  g  ^{Xa  Ta).,  - 1, 
aus  (40),  (41)  und  (42)  ferner 

tta  =  h'  —  Call,  ha  =  Cag  —  g\ 
sodass  schliesslich 

JL  =2'^.  (X. r„).,  -  h^{Xa r„)e„-x, 

B  =  ^ha  (Xa  Ya)e,  +  9  ^(X.  Ya^  _  x 

wird.     Daher  haben  wir  folgendes  Resultat  erzielt: 

Ist  die  Determinante  einer  Forynenschaar 

l,A  +  X,B, 

deren  Grundformen  von  je  2n  Variahelcn  X;  und  yi  abhängen,  nicht 
identisch  Null,  sind,  in  irgend  einer  Reihenfolge  geschriehen, 

(aaXi  +  haX,y''  ((j=  1,  2  .  ..m) 

ihre  sämmtlichen  ET,  so  gieht  es  litieare  Suhstitutionen  mit  nicht  ver- 
schwindenden Determinanten  und  von  Aj  j  h  unahhängigen  Koefficienten, 
icelche  A  und  B  gleichzeitig  in 


(44) 


(45) 


A  =2a„(x„  r„)e,  -  h^{X,  r„).„_:, 

B  =  ^&a  (X.  Ya\  +  g  ^(Xa  Ya\  -  , 


((?  =  1,  2,  .  . .  m) 


transformiren ,  tco  die  Konstanten  g  \  h  tvillkürlich,  aher  so  gewählt  sind, 

'^^^  \gA  +  hB\ 

nicht  Null  ist,  und  die  ag  \  hg  der  Gleichung 

dag  +  hah  =  1 
entsprechend  gewählt  sind. 


Fürmonscbaaren,  tlfren  Detonninunten  vorgeschr.  Elumenturtheiler  besitzeu.    ß5 
Die  Sclmar  AjA  +  A„B  ist  zerlegbar;  ihre  einzelnen  Theile 

sind,  wie  wir  sehen  werden  (4S),  irreducibel;  daher  ist  die  Schaar 
AjA  +  AoB  »ine  in  lauter  elementare  Schaaren  zerlegbare  oder  eine 
reducitic  Formcnschaar,  wir  haben  die  gegebene  Schaar  A,  ^  +  vi«  Z?  in 
ein«'  ihiuivalente  reducirte  Schaar  A,A-f  AoB  übergeführt  oder,  kürzer 
gesagt,  die  liiuIukHon  einer  Formcnschaar  wirklich  ausgutührt  (.'J9), 
allerdings  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  Schaar  nicht  siwjulär  ist. 
Ist  von  den  Determinanten  \A\  und  \B\  eine,  etwa  ' A\  nicht  Null, 
so  können  wir  vorstehend 

^=1,  ;i  =  0,  p'  =  0,  /i'  =  l,  a«  =  l,  &„  =  Ca,  >li  =  ;.,  Ao  =  -1 
setzen,  wodurch  unser  allgemeineres  Resultat  wieder  in  das  speciellere 
in  (40)  übergeht. 

Stimmen  für  zwei  nicht  singuliire  Schaaren  die  ET  ihrer  De- 
terminanten überein,  so  können  wir  jede  derselben  in  eine  und  dieselbe 
äquivalente  reducirte  Formenschaar  überführen.  Daher  sind  dann  die 
beiden  Schaaren  unter  sich  äquivalent.  Auf  diese  Weise  hat  Weierstrass 
sein  berühmtes  Theorem  VIII  (in  ,']9)  über  die  Aequivalenz  nicht  siugulärer 
Schaaren  zuerst  bewiesen. 
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48.  Wir  wollen  nun  ein  Theorem  beweisen,  welches  für  die  Theorie 
der  gleichzeitigen  linearen  Transformation  zweier  bilinearen  Formen 
auf  eine  einfache  (kanonische.  Normal-)  Form  von  fundamentaler 
Bedeutung  ist.  Im  letzten  Paragraphen  haben  wir  eine  derartige 
Transformation  der  bilinearen  Formen  Ä  und  B  von  je  2«  Ver- 
änderlichen Xi,yi  in  die  bilinearen  Formen  A,  B  von  je  2m  Veränderlichen 
Xa^,  Yay  ausgeführt  [vergl.  die  Gleich.  (45)].  Diese  letzteren  Formen 
A  und  B  sind  vollständig  bestimmt,  sobald  man  die  ET  von  Aj^l  -f-  ^-oi*] 
kennt  und  [/  h  passend  gewählt  hat.  Nun  entsteht  die  umgekehrte 
Frage,  ob  die  bilinearen  Formen  A  und  B,  wenn  man  in  ihnen,  bei 
gegebenem  w,  die  Zahlen  Cj,  Co,  ■  ■  .  €„,,  die  Konstanten  a^,  ««,  .  .  .  a,„, 
&,,&,,...  h,n  und  g  h  den  Bedingungen 

gaa  -hhba^l     (a  =  1 ,  2, .  .  .  w) 

gemäss,  im  Uebrigen   aber  ganz  willkürlich  wählt,  so  beschaffen  sind, 

dass  die  Determinante  ...        ,  _ , 

|A,A  +  >'-oB| 

gerade  die  ET 
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{OaX^+haX^ya       (ff  =  1  ,  2,  .  .  .  Wi) 

besitzt,  oder  ob  es,    kurz  gesagt,   Forinenscliaaren  giebt,  deren  Deter- 
minanten   Torgescliriebeue    ET    besitzen.      Dies    ist    in    der   That  der 
Fall  und  sebr  einfacb  nacbzuweisen.    Wir  beweisen  also  das  folgende 
Theorem  von  Weierstrass*: 
IX.  Wählt  man  in 

(  A  =  y«o(x., r.x„ - hy{Xa r.x_. ) 

(1)  ^  "TL  (<j  =  l,2,...w) 

die  positiven  ganzen  Zahlen  Cj,  €^,...em  und  die  Kon- 
stanten tta,  ha,  g,  h  willkürlich,  aber  so,  dass  bei  ge- 
gebenem ^1^1  '   „ 

und 

gaa-\-  li  b„ 

nicht  Null  ist,  setzt  in  (1)  ferner  (X^  F^X^-i  =  0  für 
ea  =  l,  so  besitzt  die  Determinante  lAjA  +  ^2^1  der  von 
2n  Yariabelen  X^^,  1'^,  abhängigen  Schaar  A^A-f  AoB 
die  Elementartheiler 

(fla^i-f  fto^)'"     ((?  =  1,  2,  .  . .  m). 
Beteeis.    Setzen  wir 

A.  =   ao{Xa  Ya)e„  -  h^{XoYa)e„-^, 
Ba  =   ba(Xa  Y„),^  +  ^^(X,  Ya)e„-  i, 

SO  ist  die  Schaar  AjA-fA,^  i^  die  m  Theilschaaren 

XifKa  +  X^Bo    ((?  =  1 ,  2,  .  .  .  7n) 

zerlegbar.     Nun    sei    6    eine    der  Zahlen   1,  2,  .  .  .  ni]    wir    wollen    die 
ET  der  Determinante  der  Form  AjA^+AoBa  von  2ea  Variabelen 

die  Veränderlichen  in  dieser  Reihenfolge  genommen,  bestimmen.    Setzt 
man  noch  abkürzend 

a^Aj -f- fetjA,  =  M,     gko  —  hXi  =  Vf 
so  wird 


AjAa-f-AjBaH 


0 

0 

0  . 

.    .   . 

V 

u 

0 

0 

0  . 

.  V 

u 

0 

=  +  ll/'o. 

V 

u 

0. 

, 

, 

u 

0 

0. 

•  BM1868,  S.  827  flg.  (Ges.  W.  Bd.  II,  S.  33  flg.) 
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Diejenige  Determinante,  deren  System  aus  dem  der  vorstehenden  durch 
Weglassen  der  letzten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  ist  gleich 

und  daher  nicht  durch  u  theilbar;  sonst  wäre  ja,  wenn  C  eine  Kon- 
staute bedeutet,  die  weder  Null  noch  unendlich  ist, 

,  aaX,-\-  baL  =  ('(gL~hX,), 

also  ■  ^' 

üa  =  —  Ch,     ha  =-  Cg, 
(Jda  +  hba  =  0, 
gegen  die  Voraussetzung.    Also  besitzt  die  Determinante 

nur  ihn  einzigen  ET 

u'a  =  (auXi+  boL^'". 

(Yergl.  2.)  Die  ET  von  !  /,  A  -f  ^.._, B  sind  aber  nach  dem  Theoreme  VII 
in  38  die  ET  von 

x,^,  +  ;.oBi,   ;.,A2  +  ;.oB„  . . .  a^a,,.  ^  ;..b,„ 

zusammengenommen;  also  besitzt  |AiA  +  AoB|  die  ET 

iflaX^  4-  bahy<i     ((7  =  1,2,...  m), 
w.  z.  b.  w. 

Die  Formenschaar  X^fKr.+  )..i,^a  ist  nicht  zerlegbar,  sie  ist  aber 
auch  keiner  zerlegbaren  äquivalent.  Denn  angenommen,  sie  wäre  einer 
zerlegbaren  Schaar  V  mit  den  Theilschaaren  r^  und  r2  äquivalent,  dann 
wlire  (22,  Satz  e)  |r|- |  TJ  .|  T,  |, 

und  somit,  da  1  f  |  E  E  0  ist,  auch  |  TJ  Elf  0,  \V^\^^0',  \T\,  und  daher 
auch  I  AjA(j4- ^sBo !,  besässe  dann  mindestens  zwei  ET,  entgegen  dem 
oben  Bewiesenen.  Also  ist  X^K:-\-  KB,j  eine  irreducibele  oder  elemen- 
tare   Schaar,    und    X^tK  -\-  X„^  =2^A^A«  +  AoB<,    (ö  =  1,  2,  .  .  .  m)    eine 

reducirfe  Schaar,  wie  in  47  behauptet  wurde  (39).  Analog  ergiebt  sich 
allgemein  mit  Rücksicht  auf  S.82— 83:  JJitic  ordinäre  Schaar  ist  dann  und 
nur  dann  irreducibel,  icenn  ihre  Determinante  einen  einzigen  ET  besitzt. 

49.  Auf  das  Theorem  IX  gründet  sich  eine  Klassification 
der  Formenschaaren  (Formenpaare),  die  von  gleichvielen 
Variabelenpaaren  abhängen,  unter  Zugrundelegung  unbeschränkter 
linearer  Transformationen  der  Variabelen  beider  Reihen,  wie  folgt: 

Besitzt  die  Determinante  einer  von  n  Variabelenpaaren  abhängigen 
Formenschaar  X^A  +  ;.,/>  die  ET 
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(a,  l,  +  b,  A,)'.',       (a,  X,  +  \  Ao)'«' , .  .  .  .  (fl,  ;.j  +  \  X^^  - 
(«2  ii  +  h  X^y",      (a.  Ai  +  bo  X^y*'\ {oo  P-i  +  6..  Ao)'"r'; 

(«,A,  +  hx^y^^'\  {a,x,  +  &aAoV«^'\  . . .  {n,x,  +  hx.yHw, 

80    sagen    wir,    die   Formenschaar  X^A  -\-  X.,B   (das  Formenpaar  yl,  B) 
habe  die  Charakteristik 

(2)        [{€[, .:,...  e;.),    (r;',  r:, . . .  e;,), .  ■  •  (e<^>,  r^>,  . . .  c%,)l 


Da  die  Summe  dieser  Exponenten 

(3)      <>;  + ei +  •••  +  <  +  e;'+ e;'  +  - ••+<:,  + ff +  4'0  +  ...+  e(A)n 


ist,  so  gehört  zu  allen  von  je  2n  Variahelen  abhängigen  Formenschaaren 
eine  endliche  Anzahl  solcher  Charakteristiken  (2),  weil  es  für  ein  ge- 
gebenes ii  nur  eine  endliche  Anzahl  Lösungen  der  Gleichung  (31)  in 
positiven,  ganzen  (von  Null  verschiedenen)  Zahlen  ejo)  giebt.  Ziehen 
wir  nun  alle  überhaupt  möglichen  Lösungen  der  Gleichung  (3)  in  positiven, 
ganzen  Zahlen  c  (|,)  bei  gegebenem  n  in  Betracht  und  bilden  aus  jeder 
Lösung  einen  solchen  Hammerausdi-uck  (2),  so  gehört  nach  dem 
Theoreme  IX  —  und  darin  besteht  die  grosse  Bedeutung  dieses 
Theorems  —  zu  jedem  der  so  erhaltenen  Klammerausdrücke  (2)  eine 
Formenschaar  X^A  -\-  X^B,  welche  denselben  als  Charakteristik  besitzt. 
Hiernach  können  wir  die  von  je  2n  Variabelen  Xy,  .  .  .  x„,  yi,---yn 
abhängigen  Formenschaaren  (Formenpaare)  bei  unbeschränkter  linearer 
Transformation  der  Variabelen  folgeudermassen  klassificiren:  Wir 
rechnen  zu  derseTbcn  Klasse  von  Formenschaaren*  (Formenpaare) 
diejenigen  Formenschaar en  (Formenpaare),  tvelche  eine  und  dieselbe 
CharaJcteristik  besitzen. 

Die  gemeinsame  Charakteristik  aller  Formenschaaren  einer  Klasse 
heisst  die  Charakteristik  der  Klasse.  Wir  können  übrigens  eine 
solche  Charakteristik  (2)  bei  passender  Bezeichnung  der  auftretenden 
Exponenten  einfacher  in  der  Form 

[(e^^  .  .  .  Ck),      (Ck  +  i  .  .  .  Ci),  .  .  .  (Cr   Cr+l   •  •  •  Cm)] 

schreiben,  wo  e, ,  e^,  e^,  .  .  .  e^  die  Exponenten  der  sämmtlichen  7n  ET 
von  \XiÄ  -{-  X^B ,  bedeuten,  da  durch  die  runden  Klammern  genügend 

*  Das  Wort  „Klasse  von  Formenschaaren"  wird  hier  in  einem  anderen 
Sinne  gebraucht,  als  in  39.  Man  hat,  um  Zweideutigkeit  zu  vermeiden,  in  ana- 
logen Fällen  auch  wohl  von  „Typen"  statt  von  „Hassen"  gesprochen  (vergl.  z.B. 
Rosenow,  die  Normalform  für  die  472  verschiedenen  Typen  eigt.  hil.  Form,  von 
10  Variabelenpaaren  bei  congr.  Transf.  der  Var. ,  Wiss.  Beilage  zum  Programm  der 
vierten  Städtisch,  höh.  Bürgersch.  zu  Berlin,  1892,  S.  6),  doch  scheint  es  prak- 
tischer, das  Wort  „Klasse"  auch  hier  zu  verwenden.  Es  genügt,  die  Verschieden- 
heit der  Bedeutung  desselben  Wortes  hen-orgehoben  zu  haben. 
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angedeutet  wird,  daas  die  von  ihnen  umschlossenen  Exponenten  sich 
auf  di€:iellu'  Uasis  beziehen;  er  ist  dann 

^'i  +  ^2  +  •  •  •  4-Cm  ■=-  n. 

Aequivalente  Formenpaare  gehören  zur  selben  Klasse;  aber  um- 
gekehrt sind  zwei  Formenpaare  derselben  Klasse  nicht  nothwendig 
auch  äquivalent;  hierzu  ist  ja  erforderlich,  dass  nicht  nur  die  Ex- 
ponenten der  ET,  sondern  die  ET  selbst  für  die  Determinanten  der 
durch  die  beiden  Formenpaare  bestimmten  zwei  Schaaren  übereinstimmen 
(Theorem  YlII). 

Das  Theorem  VIII  garantirt  aber  nicht  nur  für  die  Existenz  von 
Formenpaaren  aller  Klassen,  sondern  es  liefert  auch  in  den  Gleichungen  (1) 
für  jede  Klasse  ein  ihr  augehöriges  Formeupaar  A,  B  von  höchst  ein- 
facher Form.    Da  in  (1)  die  Konstanten  a„,  ba,  gh  nur  der  Bedingung 

cio9  +  h„h  ==  0     ((J  =  1,  2, .  .  .  m) 

zu  genügen  haben,  im  Uebrigen  aber  ganz  willkürlich  sind,  so  kann 
man  nach  dem  Theoreme  YII  alle  Formenpaare  einer  Klasse  durch 
lineare  Substitutionen  auf  die  Gestalt  dieses  ihr  zugehörigen  Formen- 
paares A,  B  transformiren.  Man  bezeichnet  daher  A  und  B  auch  als 
Normalform  oder  kanonische  Form  der  Formenpaare  der  be- 
treffenden Klasse.  (Analog  spricht  man  von  einer  zu  einer  bestimmten 
Klasse  von  Schaaren  bilinearer  Formen  gehörigen  Normalform  Aj  A  -f  ^o  B-) 
Durch  die  V\' eicratrass  sehen  Untersuchungen,  die  in  dcti  Tlicorcmen  YlII 
und  IX  gipfeln,  ist  nach  dem  eben  Ausgeführten  das  Froblem  der  gleich- 
zeitigen Transformation  zweier  bilincaren  Formen  votije  2n  Variahelen  auf 
eine  gewisse  einfache  oder  kanonische  (Nonnal-)  Form  gelöst  und  die 
Aufgabe,  dabei  sämmtliche  möglichen  Fälle  für  ein  gegebenes  n  aufzuzählen, 
in  vollständigster  und  systematischster  Weise  erledigt.  Hierauf  namentlich 
beruhen  die  zahlreichen  Anwendungen,  welche  die  sog.  Weierstrass'sche 
Theorie  der  ET  in  fast  allen  Zweigen  der  höheren  Mathematik  ge- 
funden hat.* 

50.  Im  Vorstehenden  ist  stets  zu  beachten,  dass  Alles  nur  für 
ordinäre  Formenpaare  gilt.  Ehe  wir  uns  zu  den  analogen  Unter- 
suchungen über  singulare  Paare  (Schaaren)  wenden,  ivoUcn  wir  für 
die  Fälle  »i  =  1,  n  =  2,  w  =  3  und  n  =  4  die  Klassenzahl  der  Schaaren 
von  bilincaren  Formen  (der  Paare  von  bilincaren  Formen)  bestimmen 
und  die  zu  den  einzelnen  Klassen  gchOrcndni  Normalformen  wirklich 
aufstellen. 


*  Vergl.  §  IG  u.  §  17  am  Schlüsse. 
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Im  Falle  n  ==  1  haben  wir  für  die  Gleichung 

(4)  Ci  +  fo  +  •  •  •  +  e,„  =  1 

nur  eine  Lösung  Ci  ==  1.  Es  giebt  also  nur  eine  Klasse  von  Formen- 
paaren mit  der  Charakteristik  [1].     Hier  wird  (1)  zu 

denn  m  ist  hier  gleich  1  und  (X,  ri)^  muss  gleich  Null  gesetzt 
werden;  «i  und  b^  sind  nicht  gleichzeitig  Null.  In  diesem  einfachsten 
Falle  n  =  1  ist  das  eben  Gesagte  natürlich  an  und  für  sicli  evident. 
Anders  liegt  die  Sache  schon  beim  Falle  n  =  2.  Hier  lässt  die 
Gleichung  (4)  zwei  Lösungen  zu: 

I.  e,  =  1 ,  eo  =  l, 
II.  e,  =  2. 

Man  hat  daher  drei  Klassen  von  Formenpaaren  mit  den  Charak- 
teristiken [11],  [(11)],  [2].  Die  Normalform,  aufweiche  jedes  Formen- 
paar der  Klasse  [11],  d.h.  der  Klasse  mit  der  Charakteristik  [11],  ge- 
bracht werden  kann,  lautet 

A  =  ai(Xi  i\\  +  «oCXg  TaX  =  ai  X^o  T^o  +  a«  Xgo  Y^^q  , 
B  =  5,  (X,  \\\  +  K  {X,  r,),  =  \  X,o  l\,  +  K  Xo  1\, . 

Im  Falle  [(11)]  hat  man  vorstehend  a^  =  &,,  a.y  =h  zu  nehmen. 
Im  Falle  [2]  endlich  wird 

A  =  a,{X,  l\l  -  Ä(X,  1\\  =  a,{X,,  Y,,  +  X,,  Y,,)  -  A  X,,  Y,, , 

B  =  &,  (X,  Y,\  -{-giX,  Y,\  =  6,  (X,o  r„  +  X,,  T,«)  +  g  X,,  Y,, ; 

die  Konstanten  ci||&i,  Cf2l^2  7  ö'i'^  ^^^^  ^°  beschaffen,  dass 

igt_  gaa  +  hha=^0    (<?  =  1,2) 

Nach  diesen  Beispielen  wird  man  im  Stande  sein,  für  jedes  ge- 
gebene n  die  Charakteristiken  und  so  die  Anzahl  der  Klassen  zu  be- 
stimmen, sowie  die  zu  den  einzelnen  Klassen  gehörigen  Normalformen 
aufzustellen.  Wir  stellen  im  Folgenden  die  Charakteristiken  und 
Normalformen  aller  Klassen  von  ordinären  Paaren  bilinearer  Formen 
von  2w  Variabelen  für  die  Fälle  w  =  1,  2,  3,  4  schematisch  zusammen, 
indem  wir  z.  B.  durch 

andeuten,    dass    es    im   Falle   n  =  2  erstens  eine  Klasse  von  Formen 
paaren   mit   der  Charakteristik  [11]    giebt,    und   dass  die  Paare  dieser 
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Klasse  auf  die  Gestalt  a,  X,o  r,o  +  •  •  ■  >  ^i  ^'^'■o  ^lo  +■■   gebracht  werden 
können.    Um  Kaum  zu  sparen,  schreiben  wir  x«,^  für  Xo^,  t/ov  für  Yat- 


Zlasson  der  ordinären  Paaro  von  bilinearen  Formen 
von  2n  Variabelon  bei  unboschrünkter  linearer  Trans- 
formation der  Variabolen  im  Falle 

a)  n  =1. 
r  -1    ^i"^ioyio> 

1.  [!]•     7, 

0i2^io!/io" 

b)  w  =  2. 

'^l^lol/lO     I     ^2-^20y20- 


3.  [2] 


^(a^io!/io+ ^20^20)  • 
c^i(^io!/ii  +  ^ii!/io)  —  ^^io2/io; 


1.        [111]: 


c)  n  =  3. 

«1^10?'lO    +  ^2^20^20+  «S^SO^SO» 

^1^10!/l0  +  &2^20!/20+  ^s^so^so- 
«1  (j^loyiO  +  ^20!/20)  +  «3^30!/30> 

&l(a^lo!/lO  +  ^20!/20)  +  &3^30!/30- 

öi(a:io!/io+^2o!/2o+^3o!/3o); 
&i(a;iot/io  +  a-ool/oo  +  ^302/31)- 
ai(^io!/ii  +  ^ii!/io)  +  «2^20^20  —  ^^-^lol/ioj 
^'         ^^^■''   &i(a:,o2/n  +  ^n!/io)  +  ^2^20^20  +  ^^io!/io- 
«iC^ioI/ii  +  ^ii!/io+  ^2o!/2o)  —  '^-^lol/io» 

«i(^io!/i2  +  ^nVu  +  ^i2!/io)  —  'K^io!/ii  +  2'ii!/io)> 
^  (^102/12  +  ^11 2/11  +  ^i2!/io)  +  ^(^io2/ii  +  ^11  !/io)- 


6.  [3]: 


d)  n  =  4. 

«1^102/10    +  «2  2"20y20  +  «3^30!/30  +  ^4^40  y«; 

^"         ^^^^^^"     Z>iX,oy,o    +  ^2^20^20+   ^^S0!/80+   &4^4o!/40- 

ai(^10!/l0+  ^201/20)    +  «3^30!/30  +  «4^4oy»o> 

2.  [(11)11]:  &^(a;j^^y,^+ a-2o!/oo)  +  63^30 ^30+ ^ ^40 !/4o- 


yo  §  ",  50  —  51. 

,      «1  (^10  VlO  +  ^"20  ViO^  +  «SC^SOVSO  +  ^40?/4o), 

3.[(llXll)]:  ,   .  ,  \   ,   j  /  ,  \ 

^1  (^10  yiO  +  a-20  !/2o)  +   ^3  (^30  ^30  +  ^'-lo  !/.lo)  • 
^lC^10!/l0+  •''20  2/80+  ^30  yso)  +  ^4-^40  ?/40» 

■  '■^^^^  ^-''  &i(j-,o!/io+  a"2o!/oo+  ^so!/3o)  +  K^ioVio- 

,       ^  -,      ''iC^loyiO"!"  •'^2o!/20    "     -^30^80  "I"  '^*4oy4o)i 

5.  [(1111)]:  ,  /  ,  ,  ,  N 

^1  (^10  !/io  +  ^20  ?/2o  +  •''ao  !/30  +  ^jo  !/4o)  • 

«1(^10^11  +  2:„y,o)  +  aoa-„o7/,o  +  «3^3o!/3o  -  ^*^]o?/io> 

hi^'ioVn  +  ^n!/io)  +  ?'2^'2oy2o  +  ^3-^'3oy3o  +  i7-^io!/io- 

^        _  ^lO'^loyn  "'"  -^"u^/lO"!"  ^2o!/2o)  "r  ^3'^80?/30         "-^loJ/lOJ 

6l(j-Io»/i,  +  ^11 1/10  +  ^2o2/2o)  +   ^ a-30  2/30+  ^^10  2/10  • 

«i(-2^io!/ii  +  ^112/10)  +  «2(-^2o!/2o  +  ^3o2/3o)  "  '^^io!/io, 

^(^10!/ll  +  ^liyio)>    ^2(^20^/20+  ^'3o2/3o)  +  ^^102/l0- 

^l(^lo!/u  +  ^Il2/l0  "^  ^20^20 '^"  ^3o!/3o)  ~ '^^loZ/io 
•■^"^^    '   6, (a;,oy„  +  a:ii?/,o  +  roo^/so  +  ^^30^30)  +  S'^ioyjo- 

öl (^io!/u  +  -^'ii  ?/io)  +  «2 (-^202/21  +  ^21 2/20)  -  'i(^io2/io  +  ^202/20); 
&i(-2"io2/ii  +  ^ii2/io)  +  ^2(^202/21  +  ^2i2/2o)  +  /7(^io2/io  +  ^2o2/2o)- 
fli(a:,o?/„  +  a;ii?/,o  +  a-oQ?/«,  +  Aoi^/oo)  -  ^'(^io2/io+  ^2o2/2o)> 
&i(x,oyii  +  a:,i?/,o  +  a-oQ^/oi  +  ^21 2/20)  +  r/(^io2/io  +  a^2o2/2o)- 
«i(^io2/i2  +  ^ii!/ii  +  ^122/10)  +  «2^202/20 -  ^^(^io2/n  +  ^ii2/io); 
^(^io2/i2  +  ^ii2/n  +  ^122/10)  +  &2^2o2/2o  +  ^(^io2/ii  +  ^u2/io)- 
«1(3:102/12  +  ^11 2/11  +  ^122/10  +  ^202/20)  -  '^ (^10 2/11  +  ^112/10)7 

^(^102/l2  +  ^11  2/11  +  ^122/10  +  ^20?/2o)  +  ^(^102/ll  +  ^11 2/10)  • 

«i(^io2/i3  +  ^11 2/12  +  2:12^11  +  ^Tia^io) 

-  ^(a-io2/i2  +  ^11 2/11  +  ^122/10); 

14.  W:     r    /  ,  I  _L  \ 

+  9{^ioyi2  +  ^11 2/11  +  ^i22/io)- 
In    den   Fällen   w  =  1,  2,  3,  4  haben  wir  also  bez,  1,  3,  6,  14  Klassen 
von  Paaren  bilinearer  Formen. 

51.  Von  besonderer  Einfachheit  sind,  wie  die  vorhergehenden 
Beispiele  zeigen,  die  Normalformen  dann,  wenn  die  zugehörige  Charak- 
teristik nur  aus  Expoyientcn  Eins  besteht.  Wir  wollen  uns  mit  diesem 
Falle  noch  etwas  näher  befassen. 

Besitzt  die  Determinante  einer  ordinären  Schaar  X^A  -f  X^^ 
bilinearer  Formen  nur  ET  mit  Exponenten  Eins,  so  kann  man  Ä  und  B 
durch  lineare  Substitutionen  bez.  in  Formen 
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ilberführeu,  wenn  X„q'==  X„,  Yao=  Y„  gesetzt  wird  (47).  Nach  dem 
Theoreme  IX  in  48  besitzt  femer  die  Determinante 

|AiA-f  KB  , 

wenn  A  und  B  die  in  (5)  angegebene  Form  haben  und  a„  |  h.,  (a  =  1, 2, . . .  n) 
nicht  gleichzeitig  Null  sind,  die  ET 

also  lauter  lineare  ET.     Daher  gilt  der  Satz:* 

^5)  Damit  sich  zwei  lUincarc  Foryncn  A  xmd  JJ  von  2»  Variahekn 
durch  li)i€arc  Substitutionen  gleichzeitig  auf  die  Gestalt 

fli  X,  l'i  4-  a,  A'2  To  + 1-  rt„  X„  Yn  , 

h,  X,  1',  +  60 Xo  i;  +  •  ■  •  +  b„Xn  Yn 

bringen  lassen,  ivo  aa\ha  ((y  =  l,  2,  .  .  .  w)  nicht  beide  Null  sind,  ist 
nothicendig  und  hinreichend,  dass  die  Determinante 

\X,A  +  X.^B\ 

nicht  identisch  Null  ist  und  lauter  lineare  Elementarthcilcr  besitzt,  oder 
wie  man  auch  sagen  kann  (6,  Satz  4),  dass  jeder  lineare  Theüer  der 
Determinante  \X^A-\-  X^B  ,  icenn  er  in  derselben  zur  Z""  Potenz  auftritt, 
in  allen  Subdcterminanten  (l  —  1)'""  Grades  ihres  Systems  zur  (l  —  1)'^ 
Potenz  auftritt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  seither  beständig  ausgeschlossenen 
Falle,  wo  die  Determinante  der  zu  untersuchenden  Formenschaar 
identisch  Null  ist. 

§  8.  Reduktion  einer  sin^ulären  Sch.iar  von  bilinearen  Formen 
nach  Kroneckep. 

52.  Wenn  die  Determinante  einer  Schaar  von  bilinearen  Formen 
identisch  Null  ist,  so  ist  von  Kronecker**  eine  ihr  äquivalente  re- 
ducirte  Formenschaar  hergeleitet  worden,  welche  ganz  ähnlich  gebaut 
ist,  wie  die  Weierstrass'sche  reducirte  Schaar  einer  ordinären  Schaar 
in  47.  Ist  nämlich  zunächst  wieder  die  Determinante  einer  Schaar  nicht 
identisch  Null,  so  kann  man  die  Grundformen  qp  und  ip  so  wählen,  dass 


•  Weierstrass,  BMI868,  S.  331  [Ges.  W.  Bd. II,  S.41  — 42]. 
••  Vergl.  zu  diesem  Paragraphen:  Kronecker,  SB  1890,  S.  1225  flg.  —  Wenn 
im    Folgenden  von   einer   linearen   Substitution    schlechthin    gesprochen  wird,    ist 
stets  eine  solche  mit  nicht  verschwindender  Determinante  gemeint. 
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die  Determinante   der  einen,  etwa  von  cp,  nicht  Null  ist.     Denn  setzt 

man  (37),  K  =  gk\-\-gX\,     X,  =  ia\  +  h^X'„ 

so  geht  die  Schaar  X^A  -\-  XoB  über  in  eine  Scbaar 

X[{gA  +  hB)  +  X'.ig'Ä  +  h' B)  =  A>  +  A>. 

Wählt  man  nun        ,,        ,,,^      ,      .       ,-r^,,^ 
rfh'-g'h^\^0,     \gÄ-]-hB\-\'0, 

so  ist  jede  Form  der  Schaar  X^A  +  X^B  auch  eine  solche  der  Schaar 
X[(p  -\-  X^  ^,  und  umgekehrt,  d.  h.  die  Gesammtheit  der  durch 
X^A  +  X^B  dargestellten  Formen  ist  identisch  mit  der  Gesammtheit 
der  durch  X[(p  +  X'„il>  dargestellten  Formen;  ferner  ist  \(p\  nicht  Null. 
Bedeuten  dann 

(A  -  cj'.',     (;.  -  c,)<,  . . .  (A  -  c.y'k', 

(A  _  r,>",      (A  -  c,)V',    .  .  .  (A  -  coy"^-", 


(X  -  c,)^'^'\     (A  -  c,)'^^",  ...{X-  c.y'th'^) 

die  sämmtlichen  ET  der  Determinante 

,Xcp  +  tl>\, 
so  kann  man,  wenn  abkürzend 

^r^^X'^lYl^l  Ca  +  r  =  e?  -  1,     i^  =  0,  1, .  . .  ej^  -  1), 
YL^^^^Xl^rif^  (u  +  ^  =  ei^)_  2,     /^  =  0,  1, .  .  .  e!.^)  -  2) 

gesetzt  wird,  durch  lineare  Substitutionen  q)  in 

(1)  I   "^  ^  "^^  +  ^2,  •  •  •  +  ^*'  +  ^i'  +  C  +  •  •  •  +  0k"  +  -  -  ■ 


i  ...4.<D(")  +  0(A) +  0(ä 

;(;  in 

(2)  M^=  2^,0? +  2^1^' 

transformiren,  wenn  wir  die  in  (1)  rechts   stehende  Summe   kurz   mit 
'^0^x\  die  Summe 

"^^  +  H'H  •  •  •  +  Yl' +  M^^:' +  •  •  •  +  Y^'^)  +  Yl,*)  +  •  •  • 
mit  ^  yi^'  bezeichnen  und  für  e!f ^  =  1 

setzen  (44,  46).     Wir  können   also   bei   dieser   Bezeichnungsweise    die 
Schaar  X^tp  -\-  AoT/;  in  eine  Schaar  von  der  Gestalt 
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M.f, 

linear  transformiren.  Auf  eben  diese  Form  kann  aber  auch  bei  passender 
Wahl  der  (irundfornum  jede  singulare  ScJiaar  von  bilinearen  Formen 
gebracht  icerdcn,  nur  dass  alsdann  für  ein  bestimmtes  q  diejenigen 
X  oder  Y,  deren  zweiter  unterer  Index  e}  —  1  ist,  soivie  das  zwjeliörige  c^ 
gleicJi  iV«//  zu  nehmen  sind;*  diese  Schaar  (3)  ist  eine  redudrte  Schaar. 
Wir  gehen  jetzt  auf  den  Gegenstand  näher  ein. 

filJ.  Es  seien  (p  und  ilf  zwei  bilineare  lärmen,  deren  jede  von 
r  Variiibelen  x^,  or^,  •  ■  •  Xr  und  s  Variabelen  ?/],  y«»  •  •  •  V*  abhänge.  Die 
Anzahl  der  Variabelen  Xi  der  einen  Reihe,  ebenso  die  der  Variabelen  t/, 
der  anderen  Reihe  darf  in  beiden  Formen  als  gleich  vorausgesetzt 
werden  (vergl.  S.  4,  Anm.).**  Die  Determinante  der  Schaar  }.^<p -\-  L^ip 
verschwinde  identisch  (dies  tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  rSs  ist).  Als- 
dann sind  die  Ableitungen  von 

Aqp  —  rlf 

nach  den  Variabelen  mindestens  einer  Reihe,  etwa  nach  den.  x^,  x^, . .  .Xr, 
durch  mindestens  eine  lineare  Relation  verküpft.     Setzen  wir 

(4)  j^  =  <P.,     j^/=^'h     X(p-xl>  =  f,     X (pi  -  4>i  =  fi, 

so    besteht    also    zwischen    den   fi,  fj,  •  ■  ■  fr    eine    gewisse   Anzahl    un- 
abhängiger linearer  Relationen. 

Es  muss  hier  eine  für  das  Folgende  höchst  wichtige  Bemerkung 
eingeschaltet  werden: 

eine  zwischen  den  f  bestehende  Relation,  deren  Koefficienten  Ai  in    /. 
vom  Grade  g  seien.     Geht  nun  f  durch  eine  lineare  Substitution 

Xi  =  «1,-  X[  +  «2,  Xä+ \-  CCriXr       (J  =  1 ,  2,  .  .  .  r), 

deren  Koefficienten  a.i-  von  l  unabhängig  seien,  in  f  ***  über,  setzt  man 
ferner  ;,  /•/ 

so  wird  wegen  '"^i 


*  Und  zwar  ist  für  dieses  p  entweder  X^/^,((^)_i  oder  l'^"^/C')_i  (x  =  l,2,...) 
gleich  Null  zu  setzen. 

••  Es  treten  also  mindestens  in  einer  Form  wirklich  r  Variabelen  x,.  und 
«Variabelen  y^  auf.  Aufzufassen  haben  wir  aber  die  Schaar  stets  als  eine  von 
ebensovielen  Variabelen  x.  als  Variabelen  y^  abhäntrige  (verj?!.  S.  4,  Anm.).  Ist  z.  B. 
r^s,  und  es  wird  eine  lineare  Substitution  für  die  y^  ausgeführt,  so  haben  wir 
dieselbe  in  (redanken  durch  y,  i  i=  I/i-ui»  •  •  ■  Vr^Vr  ^^  ven-ollständigen. 
•••  f  bedeutet  also  hier  ausnahmsweise  nicht  die  zu  f  conjugirte  Form. 
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und  somit  sind  die  /,'  lineare  Formen  der  /',;  da 

y^  ±  CC..a„o  .  .  .  CCrr    -'=    0 

ist,  so  kann  man  auch  umgekehrt  die  /,  linear  durch  die  f'  ausdrücken. 
Aus  der  Ihicaren  Rclation^fiAi  =  0  ztvischen  den  fi  folgt   daher   eine 

solche  zivischen  den  fl,  und  zicar  ist  dieselbe  vorn  Grade  //  oder  niederem 
in  X.  Führt  man  eine  analoge  lineare  Substitution  für  die  y^  aus, 
so  sind  selbstverständlich  die  Ableitungen  der  transformirten  Form 
nach  Xiy  x.2y  .  .  .  Xr  durch  eine  lineare  Relation  verknüpft,  deren  Koeffi- 
cienten  eben  die  -4,-  sind. 

Aus  den  linearen  Relationen  zwischen  den  fi  leiten  wir  nun  durch 
lineare  Verbindung  eine  solche  Relation  ab,  welche  in  A  von  mö<jlichst 
niedrigem  Grade  ist.     Diese  sei 

a  =  m  /?  =  r 

(5)  2  ^^«/s^"/>  =  ^0^«+  C,A^-f-  •••  +  CmX'"  =  0, 

a  =  0   ,1=1 
WO 

(6)  C„  =  Calfi  +  Ca2f2  H ^  ^"rfr     («  =  0,  1,  2,  .   .  .  W?) 

ZU  setzen  ist.     Dabei  ist  stets 

m  ^  s,     m  <  r, 

wenn  . 

s  ^r 

ist.     Wir  dürfen  nun  voraussetzen,  dass 

m>0 
ist.     Denn  für  in  =  0  wird  (5)  zu 

Coi /"i  +  Co2  /2  H h  Cor /"r  =  0; 

es  ist  dann  also  wegen  (4) 

Coi^l  +  Cq2(P2  +  •  •  •  +  Corffr  =  0, 
^01^1  +  Co2  ^'2  + h  Cori^r  =  0. 

Da  nun  nicht  alle  Cq^  Null  sind,  dürfen  wir  Coy  =  =0  voraussetzen, 
WO  y  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  r  bedeutet.     Substituirt  man  jetzt 

Xß  =  x'i  +  CoyXy     (/3  =  1,  2,  .  .  .  y  -  1,  7  +  1,  .  .  .  >•), 
r 

80  wird 

9  =  ^i9'iH \-Xr(pr=^x[(p^-\ h  rCy-iqpj.-i  -f  a;^4-i9)j,  +  iH h^rg'r 

+  Xy  [Coi  9i  +  Co2  9^2  + 1-  <^r(pr\  j 
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der  Klammerausdruck  ist  aber  Null,  also  fehlt  in  cp  die  Variabele  Xy\ 
Analoges  gilt  für  i'.  Man  kann  also  bei  m  —  0  durch  eine  lineare 
Substitution  mit  von  X^  j  Ag  unabliiingigen  Koefticienten  die  Schaar 
X^tp -{- X^i'  80  transformiren,  dass  eine  Variabele  Xi  weniger  auftritt. 
Wir  kltnnni  und  nolhii  ahcr  voraussct:iti,  dass  die  Schaar  X^q> -\- X^x^f 
Jieiner  anderen  äquivalent  sei,  in  utlcher  ucnigcr  als  r  Variabele  Xi 
oder  s  Variabele  t/,  auftreten. 

54.  Die    m  -{■  1    Ausdrücke  Ca    sind    linear    unabhiingig    in    dem 
Sinne,  dass  keine  Relation 

(7)  "o<^'o+  «1  C\ +  ■■■-{-  a^Cm  =  0 

existiren  kann,  in  der  die  Koefficienten  «0,0,,...  Um  von  X  unabhängige 
Konstante  wären.  Angenommen,  es  gäbe  eine  Relation  (7),  in  der  die 
Koefficienten  aa  nicht  von  X  abhingen;  alsdann  kann  man,  da 

a^X'"  -\-  ttiX'"-^  -\ \-a,„ 

in  X  nicht  identisch  Null  ist,  für  (5)  auch 

(8)  KA"'+  a,A"'-i+  ■••  +  a„,)(CoA°+  C,X -\-  ■  ■  ■  +  C„,X"^)  =  0 
schreiben.     Rechnet    man    aber    das    hier    links   stehende  Produkt  aus, 
80  wird  wegen  (7)    der  Koefficient    von  X"'  Null,    und  (8)    daher    von 
der  Gestalt 

(9)  fi9M  +  •  •  •  +fr9rQ-)  +  ^"'+'U\hW  +   •  •  •  +  frhr(X)]  =  0, 

WO  die  gi{X)f  hi{X)  ganze  Funktionen  höclistens  (w  —1)*^°  Grades  von 
X  bedeuten,  die  nicht  alle  identisch  Null  sind.    Setzt  man  jetzt  in  (9) 

f  =  Xcpi  —  xpi, 
so  geht  die  Summe  der  r  ersten  Glieder  in  einen  Ausdruck  über,  der 
nur  Potenzen  von  X  enthält,  die  ^  7«  sind ,  der  übrige  Theil  von  (9) 
aber  in  einen  solchen,  der  in  X  von  höherem  als  »w**""  Grade  ist.  Die 
so  erhaltene  Gleichung  gilt  aber  für  jedes  X,  also  ist  jeder  der  eben 
beschriebenen  Theile  für  sich  Null.  Es  gäbe  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  also  eine  Gleichung 

fl9M+---+fr9rW  =  0 

von  niederem  als  w**"  Grade,  entgegen  unserer  oben  gemachten  An- 
nahme. 

Da  nun  die  C^  im  angegebenen  Sinne  unabhängig  sind,  so  bilden 
die  Koefficienten  Ca^  ein  System 

^01      ^02    •  •  •  ^Or 
C,,       f,3     ...    Cir 


Cnt  1    C/n  2  •  •  •    Cm  r 
Muth,  ElementArtheiler. 


98  §  8,  54. 

von  r.(m+l)  Elementen,  in  welcliem  nicht  alle  Subdeterminanten 
(«j  4-  iy*°  Grades  Null  sind.  Wir  können  daher  Koefficienten  Cp^i  so 
hinzufügen,  dass  ein  quadratisches  System  entsteht,  dessen  Determinante 

\caß\     (a  =  0,  l,...r-l5  /3  =  l,2,...r) 

nicht  Null  ist.     Durch  die  lineare  Substitution 

V,       /i  =  0.  l,...r-l 


..  =  U, 
\Ä-=  1 


^  \Ä-=1,2,  ...r        / 

deren  Koefficienten  von  X  unabhängig  sind,  mögen  nun  /,  cp  und  i^  in 
Formen  übergehen,  die  wir  bez.  mit  /",  <p'  und  ^'  bezeichnen  wollen. 
Setzen  wir  noch 

f'=^/  ^:— If'  '*;-Ii;  ('-=0,1,. ..,-1), 

so  wird,  da 

r=^cnx'i  •  /;  4-  . . .  -^^c^rx'  ■  fr     {i  =  0,  1,  ...  r  -  1) 
ist 

(10)  fi'=Cnf,-{----+Cirfr, 

mithin  wegen  (6)  und  (5) 
oder 

^a<-V'L)A'^  =  o   («  =  o,i,2,...7>o 

bei  jedem  A.     Daher  ist 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar,  da 
ist,  '"        ^«         ° 

(11)  /•;  =  ;.^;,    ^;=;.^;-^/,.../;;^==-^;^. 

Diese  Gleichungen  lehren,  dass  zwischen  den  m  linearen  Formen 
i'i,  ^2-  .  .  •  ^771  keine  linearen  Relationen  bestehen.  Denn  aus  einer 
solchen  Relation  würde  wegen  (11)  eine  Relation  zwischen  den  fo,fi,  •  •  -fm 
resultiren,  deren  Koefficienten  in  X  vom  (m  —  1)**°  Grade  wären,  was 
wiederum  wegen  (10)  (vergl.  auch  die  Bemerkung  S.  95  —  96)  eine  Re- 
lation zwischen  den  fi,  fo,  .  .  ■  fr  zur  Folge  hätte,  die  in  A  von  einem 
Grade  ^m  —  1  wäre,  gegen  die  Voraussetzung. 

Wir  können    daher   eine   weitere   lineare    Substitution    ausführen, 
indem  wir  durch  die  s  Gleichungen 
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^O  —  V»!  —  <p'a-l,       ^m-^  1   —  Vm  +  U  •  •  .  t),  =»  !/.(«  ■=•   1 ,  .  .  .  Dl) 

an  Stelle  der  y*  neue  Variabele  t)i(Ä;  -=  1,  2,  .  .  .  s)  treten  lassen.  Durch 
diese  Substitution  geht  die  Schaar 

x,<p'+  h^'--^{K<p'i  +  h^'i)^i   (*■  -  0,  1,  .../•-  1) 

in  eine  andere  von  der  Gestalt 

über;  diese  Schaar  endlich  wird  durch  die  Substitution 

Eo  =  Xo  -h  y  (^pi^p,    ,     ^  ^ 

p  /«  =  1,  2, . . .  w?         \ 

j.»  =  4 

in 

übergeführt,  wo  ?<2j  ^'sj  •  •  •  w^  lineare  Funktionen  von  Im  +  i,  Em+s,  •  •  • 
jr  — 1  und  O  und  V  bilineare  Formen  der  Veränderlichen 

j„i),(f  :;;;+!•  •••;-') 

bedeuten.  '  '  *  ' 

55.  Der  Rang  des  Koefticientensystems  der  zu  reducirenden  Schaar 
sei  R;  wir  wollen  nun  die  Grundformen  <p  und  ^  so  gewählt  denken, 
dass  der  [jrüssfc  gemehischaftliche  TJidlcr  aller  Suhdetcrminanten  R'^ 
Grades  des  Systems  von  ;  Aj  qp  +  A,  4»  |  den  linearen  Thciler  X^  nicht 
enthält  (37).  Alsdann  bringen  wir  die  Schaar  in  die  Gestalt  (12).  Da- 
selbst ist 
(13)  AiO  +  AgV 

eine  Schaar,  in  welcher  r  —  m  —1  Variabele  i,,  und  s  —  m  Variabele 
\),j  auftreten.  Ist  nun  r  der  Rang  des  Koefficientensystems  dieser 
Schaar  (13),  so  behaupten  wir,  dass  nicht  alle  Suhdetcrminanten 
T**°  Grades  dieses  Systems  durch  A„  theilbar  sind,  oder  anders  aus- 
gedrückt, dass  der  (jrösste  f/emeinschafiliche  Theilcr  aller  Suhdder- 
minanten  t'*""  Grades  dieses  Systems  den  linearen  Theilcr  l.,  nicht  ent- 
hält. Denken  wir  uns  nämlich  zunächst  einmal  die  Determinante  der 
Schaar  S  vollständig  aufgeschrieben,  so  ist  also,  r'^s  vorausgesetzt*, 

C'S 
*  Die  -;^ — 5 —  sind   wirklich    aus  (12)  zu    berechnen   und   dann,   wie  nach- 

stehend  angegeben,  anzuordnen. 
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<"Eo^P.      ci.ct),         dir-idt)i 


c'S 


c*S 


d*S 


0  0       •••  0 

0  0       •••  0 

bei  r  =  5  fallen  die  letzten  Nullreihen  weg. 

Der  Rang  desjenigen  Systems  Sj,  welches  aus  den  m  ersten  Zeilen 
des  Systems  3  von  ',S\  besteht,  ist  w?;  der  Rang  desjenigen  Systems 
©,,  welches  aus  den  letzten  r  —  ?«  Zeilen  von  ©  besteht,  werde  mit 
m'  bezeichnet;  dann  ist  m'=  r.  Nicht  alle  Subdeterminanten  (wi -f  ?w')'®" 
Grades  von  S  sind*  Null,  aber  alle  Subdeterminanten  höheren  Grades; 
denn  sie  enthalten  mehr  als  m'  Zeilen  aus  Sg»  verschwinden  also,  wenn 
man  sie  nach  den  Subdeterminanten  ihrer  aus  ©2  stammenden  Zeilen 
entwickelt;  m  +  w?'  ist  daher  der  Rang  von  @  oder  es  ist 

m  +  m'=  R. 
Wie  wir  eben  sahen,  ist  eine  Subdeterminante  (w?  -f  w')*^°  Grades  von 
S  Null,  wenn  sie  mehr  als  in'  Zeilen  aus  (B^  enthält;  jede  nicht  ver- 
schwindende   Subdeterminante  (m  -f  m')*®°  Grades  von  ©   enthält  also 
genau  ni'  Zeilen   aus  So,   ist  somit    eine    lineare   Form  gewisser  Sub- 


determinanten   m'**°  Grades    von 


oder   wie   auch    gesagt    werden 


kann,  gewisser  Subdeterminanten  m'*^°  Grades  des  Systems  von 
I  >ljO -f  AgY '.  Wären  nun  alle  Subdeterminanten  m'^^°  Grades  des 
letzteren  Systems  durch  X^  theilbar,  so  gälte  daher  das  Gleiche  von 
den  Subdeterminanten  (tn  -\-  m')  =  i?^"^  Grades  von  ©,  und  somit  auch 
von  denjenigen  des  Systems  von  [X^cp  +  X^ip\  (39),  gegen  die  Voraus- 
setzung. Da  nun  m'=  x  ist,  so  ist  damit  unsere  Behauptung  voll- 
ständig bewiesen. 

56.  Der  erste  Theil 
von  S  Inai  hereits  die  Gestalt 

(14)  (A,  +  c,;i,)op  +  A2n^)); 

dieses  erkennt  man,  wenn  man  in  (14) 

f     Cp  =  0,    yi;'k'j_i  =  0,     eL^>-l  =  m,     XÄ.=  Eo, 
(lö) 

setzt  (vergl.  52,  Schluss). 


•  Der  Zusatz  „identisch"  ist  wohl  selbstverständlich. 
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Verschwindet  nun  die  Determinante  des  letzten  Theiles 

AjO  +  ^.y 
von  S  nirht  identisch,  so  kann  diese  Schaar  auf  die  Gestalt 

gebracht  werden;  denn  nach  dem  in  55  Gezeigten  verschtcindct  davn 
dir  Dt'trrtninaute  ^  (J)  4-  jl  H' 

von  A,  O  +  'loH'  nidd  für  A,  ■=  0,  also  ist  O,  =!=■  t),  und  man  kann 
nach  Weierstrass  die  Schaar  AjO  +  AoV  auf  die  angegebene  Gestalt 
bringen  (40,  52).  Bei  den  hierzu  erforderlichen  Transformationen  hleiht 
der  erste  ThcU  von  S  unrjcändert,  der  zweite 

wird  in  einen  analog  gebauten  Ausdruck  übergeführt,  d.  h.  in  einen 
solchen,  der  von  den  Variabelen  der  zweiten  Reihe  nur  ^j,  ^3,  .  .  .  t)m 
und  von  den  Variabelen  der  ersten  Reihe  nur  solche  enthält,  die  nicht 
im  ersten  Theile  von  S  auftreten. 

Verschivindet  aber  die  Determinante  der  Schaar  AjO  +  AoH^  identisch, 
so  wenden  wir  auf  diese  Schaar  sofort  das  in  53  und  54  beschriebene 
Verfahren  an.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen beider  Reihen  im  letzten  Theile  der  nach  einander  zu  behandelnden 
Schaaren  A^qp  -|-  X^^'j  ^1*^  +  ^2^7  u.s.  w.,  immer  kleiner  wird,  hält  man 
femer  fest,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Determinanten 
oj-ten  Grades  des  Koefficientensystems  einer  solchen  Restschaar  vom 
Range  10  für  Ag  =  0  nicht  Null  ist  (55),  so  ist  vorläufig  dargethan, 
dass  sich  unsere  Schaar  A,  gs  +  Aoi/'  in  eine  äquivalente  überführen  llisst, 
die  sich  von  der  in  52  beschriebenen  Schaar  (3)  im  Baue  nur  durch 
Glieder  von  der  Form  des  zweiten  Theiles  in  S  unterscheidet.  Wir 
icollen  nur  die  Möglidüieit  der  successiven  We(jschaff'un{f  dieser  letzteren 
(rliedcr  ohne  die  (i estalt  der  ühriffcn  zu  ändern  für  die  Restschaar 
).f0  +  X^^  als  heiviesen  annehmen  oder  anders  gesagt,  wir  wollen 
voraussetzen,  dass  es  zu  AjO -f  A^H^  eine  äquivalente  reducirte  Schaar 
von  der  am  Schlüsse  von  52  beschriebenen  Art  giebt.  Bei  den  hierzu 
nothwendigen  Transformationen  gehen  die  Veränderlichen  j^  in  gewisse 
Veränderliche  X!f'^  über,  und  w,,  ttg,  .  .  .  ?«,„  werden  lineare  Funktionen 
dieser  Veränderlichen  X^''^  allein.  Angenommen  nämlich,  es  bliebe 
in  den  Formen  m,,  noch  eine  Variabele  j^  zurück,  so  bilde  man  die 
m -{-  1  Ableitungen  der  Schaar  nach  j, ,  y«?  Jsj  •  •  ■  Jm,  J/;  diese  sind 
lineare  Formen  der  t)i,  t)2,  .  .  •  l),,,;  durch  Elimination  derselben  erhält 
man   zwischen    den    m  +  1   Ableitungen    eine    lineare  Relation,    die    in 
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A  =  -i  höchstens  (fn  —  1)*^"  Grades  ist,  gegen  die  in  53  gemachte 
Annahme. 

Lassen  wir  nun  in  (15)  die  ludices  x  und  q  ""'eg,  so  verwandelt 
sich  unsere  Schaar  /S  vermöge  (15)  und  der  vorbeschriebenen  Trans- 
formationen in 

(16)   X,  0«  + ;, Y«  +  h"^^'a  r„  +  ^[(vLi  +  L c,)  <t>i'^  +  ;„ ^'f], 

a  =  1  >"■,  'J 

^<>  0°=  X,Ye-2  +  X,l\l,  +  •••  +  X.-,Y„ 

zu  setzen  ist,  die  <t>^^'\  7i^^  in  52  definirt  sind  und  F^,  F^,  ..  .  Fe-2 
lineare  Formen  der  Variabelen  Xi"^  sind  (für  ni  =  r  —  1  fallen  die 
beiden  letzten  Summen  in  (16)  sofort  weg).     Der  erste  Theil 

Ai^o  +  A^M^o 
von  (16)  hat  die  Gestalt  (14),  und  zwar  ist  hier  Co  und  dasjenige  Y,  dessen 
zweiter  unterer  Index  Cx'^— 1  ist,  Nidl  zu  setzen  [vergl.  (15)].  Derartige 
Schaaren  werden  im  Allgemeinen  auch  im  letzten  Theile  von  (16) 
noch  auftreten;  daher  wurden  der  Unterscheidung  wegen  die  Indices 
X  und  p  in  AjO^H- ^2^"  ""'^gg^l^ssen.  Ferner  können  im  letzten  Theile 
von  (16)  noch  Schaaren  (14)  auftreten,  in  denen  Cq  und  dasjenige  X, 
dessen  zweiter  unterer  Index  ej?  —  1  ist,  gleich  Null  zu  setzen  ist.  Endlich 
ist  e  —  1  =  m. 

57.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  der  mittlere  Theil 

'^FaY,     (a  =  2,...e-2) 

von  (16)  durch  weitere  Transformationen  weggeschafft  werden  kann^ 
ohne  dass  die  Gestalt  der  Schaar  im  Uebrigen  geändert  wird.  Damit 
ist  zugleich  die  Zulässiglceit  der  vorhin  gemachten  Voraussetzung  nach- 
geiciesen. 

Wenn  Fa  das  Glied  DaX^ffi  enthält  und  XTfi  eine  derjenigen 
Variabelen  ist,  welche  in  dem  mit  X^  multiplizirten  Theile  von  (16) 
vorkommen,  so  fällt  bei  der  Substitution 

X,  =  X,    +  X>a(c,XJi  +  AtV-i)     {h^e-a-2), 

Y^^l  =  ?)L^.^  - 1)^  r.  {v  =  ^^  -  .a  -  1) 

eben  jenes  Glied  DaX^f^  in  JP«  weg,  im  Uebrigen  aber  bleibt  die  Form 
der  Schaar  erhalten,  nur  dass  für  a  <  e  —  2 

-fa  +  lH-  CoC'aXV^+  CaXx,fi  —  i 

an  die  Stelle  von  Fa+i  tritt.  Auf  diese  Weise  sind  also  nach  einander 
aus  i^j,  I\,  .  .  .  Fe— 2  die  sämmtlichen  Glieder  DaX^}'l  (u  =1.  ...  e  —  2) 
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wo^zuschnfTen,  und  es  können  dann  nur  solche  Variabele  X^}'l  darin 
/urückhli'ihen,  welche  (inssrhUrsslIrli  in  dem  mit  X^  multipli/.irten 
Theile  von  (16)  auftreten,  d.  li.  nur  Variabele  X^'o,  für  welche  c^,=  0, 
Yx\*^^•'^  1  =  0  ist.  Wir  denken  uns  in  (IG)  die  eben  beschriebenen  Sub- 
stitutionen wirklich  ausgeführt;  die  so  erhaltene  Schaar  hat  also  dann 
wieder  die  Gestalt  (1<5),  nur  dass  jetzt  in 

^F^Ya     (a  =  l,2,...e-2) 

nur  die  zuletzt  ausgeführten  Variabelen  X^^l  auftreten.  Aber  auch  zur 
Beseitigung  jeder  einzelnen  dieser  Variahelen  Xlfj  ist  eheiulasselhe  Trans- 
formatio)tsvcrfahrcn  zu  f/rhrauchcm,  welches  wir  eben  zur  Wegschaflung 
der  X^^'l  angewandt  haben.  Wenn  nämlich  X'-^'l  in  F^  mit  dem  Ko- 
efficienten  Du  versehen  vorkommt,  so  wird  durch  die  Substitution 

Aj,  =  Xy  —  J)aX]c(),        Yxv  =  ^zv  +  Da  Yg—ß 

/d  =0,l,...a-      d  -y  =  e-  a-l\ 

Vft  =  1  ,-,•••  «;     fi  +  V  =  ef—  1       / 

das  Glied  DaX^-'l  in  Wegfall  gebracht.  Dabei  dürfen  natürlich  die 
mit  V  bezeichneten  hinteren  Indices  nicht  kleiner  als  Null  werden. 
Nun  ist  ,a  höchstens  gleich  a,  also  ist 

^^e-2-, 

mithin  ist  der  kleinste  Werth  von  v 

ef-  1  -  e  +  2  =^  e?^-  c  +  1. 

Der  Index  v  ist  also  grösser  als  die  Diöerenz 

cf-  c; 

diese  Differenz  ist  aber,  wie  wir  sofort  beweisen  werden,  stets  positiv. 
Wir  bezeichnen  die  Schaar  (16)  mit  >S  und  bilden  die  Ableitungen 
von  S  nach  den  Veränderlichen 

Xj,  .  .  .,  X„,  =  Xg—i,     Xr^o,  •  •  -,  Xx,f<J!Li; 

das  sind  („)  ^,. 

m  4-  er  =  e  —  1  +  er 


Ableitungen;  sie  sind  abhängig  von  den  Variabelen 

2; 


Y     Y  Y     o       Y^'-'^  Y    ((') 

-'■oy    -*^  i>  •  •  •   ^-—2}      ^  /.o  ,  •  •  ■  -'x,  fl? 


das  sind  ^        ,,,,     _  l^^ 

e  -  1  +  eT-  1  =  e  +  ef-  2 

Variabele.  Daher  entsteht  zwischen  diesen  Ableitungen  durch  Eli- 
mination der  Veränderlichen  Y  eine  lineare  Relation,  die  durch  Ent- 
wickelung  der  Determinante  in  der  Gleichung 
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H-     0      0    0  0    ;.3     Ai    0 0 

^        0         0      0    X,    L        00 0 


cS 


dXm  —  l 
cXm 

cS 
dS 


X.-,  Aj      0     ...     0  0 

X^  0       0     ...     0  0 

0  A  .    .     .    .     A„-i  0 

0  0 0  0. 


.  0 

.  0 

...00 

X, 

.        .       .      0       ^2 

h 

ds 


^^]J^^-^ 


0     .     « 0      ^2      Ai    0  .     .     .     .    0 


"■"^        0 0     X,       0    0  ....   0 


erhalten  wird.     Es  wird 


=  0 


17) 


X'^^^ll^.A  4....4.II.A  1  + 

■wo  der  erste  Klammerausdruck  in  X^  \  X^  vom  Grade  7n  —  1  ist.  Nun 
ist  doch  tn  =  e  —  1]  wäre  daher 

so  wäre 

Cx   ^  e  —  1  ^  w, 

und  somit  besässen  wir  in  (17),  wenn  wir  durch 

rechts  und  links  dividiren,  eine  Relation  zwischen  den  Ableitungen 
der  Schaar  nach  den  Variabelen  der  ersten  Reihe,  welche  in  X^  \  X^ 
nur  vom  Grade  w  —  1  wäre,  gegen  die  Voraussetzung  (53j. 

Damit  ist  nun  die  in  52  aufgestellte  Behauptung ,  dass  sich  evne 
jede  singulare  Schaar  von  hilinearen  Formen  durch  lineare  Substitution 
auf  die  daselbst  näher  beschriebene  Form  (3)  bringen  lasse >  vollständig 
bewiesen. 
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58.  Nun  seien  <p  und  ilf  zwei  j^anz  hiiiebiyc  hilhicarc  Formen  von 
r  Variabelen  a",  und  s  Variabelen  ?/,,  ferner  sei  '  A,<3P -f  Aj^  zO  und 
der  Iiang  des  Systems  dieser  Determinante  t.  Alsdsmn  bestimmen  wir 
die  Konstanten  g  h,  g'  h'  so,   dass  die  Formen 

(p  '='  gcp  -{-  hipf     p  -~  g' q,  ^  h' if 
die  Eigenschaft  haben,  dass  der  grüsste  gemeinschaftliche  Theiler  aller 
Subdeterminanten  t'*'"  Grades  des  Systems  von  ,  Aj^  -f  X^ip    nicht  Null 
wird  für  A3  =  0  (37,  55);  dabei  wühlen  wir 

gh'-g'h^l. 

Dann  kann  man  aber  nach  den  Entwickelungen  in  52—57 

setzen,  wo  die  Xif^(lxi)  unabhängige  lineare  Formen  der  x,  (y/t)  be- 
deuten.    Hieraus  aber  folgt,  wenn  wir 

setzen,  sodass  ^'-  ^'^Q  =  "t"     ^^^  "  ^'=  ^ 

ga,j-{-  hbf,=  1 

X,  o  X,  {I 

Wir  können  also  durch  lineare  Substitutionen  die  gegebene  singulare 
Schaar  Aj^  -f  A,  i/'  in  eine  Schaar 

(18)  A,2(a,0L^)-  h^f)  +  X,^{hM:!^+  gY^^) 

transformiren,  wo  die  4>if  ,  Ylf  die  in  52  angegebene  Bedeutung  haben, 
und  für  ein  gewisses  q  diejenigen  Xi"^  oder  riv;  deren  zweiter  unterer 
Index  gleich  e^  —  1  ist,  sowie  das  zugehörige  c^,  in  a„  und  &„  Null  zu 
setzen  sind;  es  ist  ferner  gao-\-  hhf,  =  \. 

Die  Schaar  (18)  ist  zerlegbar.  Diejenigen  Theile,  deren  Deter- 
minanten nicht  identisch  Null  sind,  sind  irreducibel  (48).  Aber  auch 
die  Theile  von  der  Gestalt 

(19)  ;.,(/i'ct)0-  ÄY»)  4-  A2(- r7'00+  (7H'°) 

[vergl.  (16)]  sind  irreducibele  Schaaren.  Denn  der  Rang  des  Koeffi- 
cie  Utensystems  der  Schaar  (19)  ist 

e  —  1  =  w; 

die  Anzahl  der  Variabelen  X,  die  in  (19)  auftreten,  gleich  w?-fl; 
dann  sind  bekanntlich  die  Ableitungen  von  (19)  nach  den  X  durch 
eine  lineare  Relation  verbunden.  ET  besitzt  das  Koefficientensystem 
von  (19)  l:eine.  Wäre  nun  (19)  einer  zerlegbaren  Schaar  S^  =  S^-^Sl 
äquivalent,    so    müssten   deren    Theile   »S°,  S?,    beide   singulär   sein,   da 
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sonst  das  System  von  5°  mindestens  einen  ET  besasse,  was  nicht  der 
Fall  ist;  es  gäbe  daher  mindestens  zwei  unabhängige  lineare  Relationen 
zwischen  den  Ableitungen  von  ä°  und  daher  auch  zwischen  denen 
von  (19)  (S.  95  —  96).     Die  ScJiaar  (18)  ist  also  eine  rcducirtc. 

Die  lineare  Relation,  durch  welche  die  Ableitungen  von  (19)  nach 
den  X  verknüpft  sind,  ist  in  X^  ]  Aj  genau  vom  ?»'*'"  Grade;  da  aber  die 
Anzahl  der  X  gleich  m  +  1  ist,  so  kann  daher  die  Schaar  (19)  in  eine 
äquivalente  von  der  Gestalt  ^^0°+  A3H'°(56,  Schluss)  übergeführt  werden; 
die  hierzu  nöthigen  Transformationen  lassen  die  übrigen  Theile  der 
Schaar  (18)  ungeändert.     Fassen  wir  das  erlangte  Resultat  zusammen! 

Eiiic  singulare  Schaar  von  hilinearen  Formen  lann  in  eine  äquir 
talente  reducirtc  Schaar  von  der  Gestalt  (18)  übergeführt  Zierden,  wo 
die  0x'\  ^^x^  die  in  52  angegebene  Bedeutung  haben,  und  ivoselbst  für 
ein  gewisses  q  die  X^^l  oder  Y^y,  deren  zweiter  unterer  Index  elf ^  —  1 
ist,  sowie  b^  und  h  gleich  Null,  g  wid  a^=l  zu  setzeti  sind.^^ 

Xachdeyn  wir  so  die  Kr  o  necker 'sehe  Reduldion  einer  singulären 
ScJiaar  ausgeführt  haben,  müssen  wir  uns  mit  der  reducirten  Schaar 
selbst  genauer  befassen. 

59.  Die  reducirte  Schaar  (18)  besteht  aus  elementaren  Schaaren 
von  zweierlei  Art;  die  Schaaren  erster  Art  sind  von  gleichvielen  Variabelen 
X  und  Y  abhängig;  die  elementaren  Schaaren  zweiter  Art  hingegen 
haben  eine  Variabele  der  einen  Reihe  mehr,  als  Variabelen  der  anderen 
Reihe,  zerfallen  also  wieder  in  zwei  Abtheilungen;  in  die  erste  (zweite) 
Abtheilung  rechnen  wir  die  Theilschaaren,  die  eine  Variabele  X(Y) 
mehr  haben,  als  Variabele  Y  (X).  Bezeichnet  man  die  Anzahl  der 
Variabelen  X  in  diesen  drei  Fällen  bez.  mit  e,  e,  e  — 1,  so  ist  die 
Anzahl  der  Variabelen  Y  bez.  e,  e  —  1,  e.  Die  Gesammtzahl  der 
Variabelen   X   und   Y  ist   in   den  drei  Fällen  bez.  2e,  2e  —  1,  2e  —  1. 

a)  Für  eine  Theilschaar  erster  Art 

(20)  A,  (a.oSf^  -  AY?)  +  X,  (6^0?>  +  g^'^) 

ist  die  Determinante  gleich  (?) 

±  (ttpAi  +  bf.Xj'''   =  ±  {a„Xi  +  bnk^y  , 
wenn  wir  die  Gesammtzahl   ihrer  Variabelen    mit   ni'    bezeichnen;    sie 

hat  einen  ET  (a^l^  +  b^Xj": 

h)  Die  Determinante  einer  Schaar  zweiter  Art  ist  identisch  Null; 
eine  Schaar  der  ersieyi  Abteilung  ist  von  der  Gestalt 


*  Wenn  im  Folgenden  von  der  reducirten  Schaar  (18)  gesprochen  wird,   so 
meinen  wir  stets  die  Schaar  von  der  hier  beschriebenen  Gestalt. 
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wo  durch  die  übergesetzten  Null  angedeutet  ist,  dass  hier  c^,  =  0,  u.  s.  w. 

gesetzt  worden  ist.      Bezeichnen  wir    die  Gesa  in  ratzahl    der  Yariabelen 

in  (21)  mit  w",  so  ist  nS  —  2e2  -  1. 

Die  Ableitungen  von  (21)  nach  den  X%  sind  durch  eine  lineare  Relation 

verknüpft,   die  in  A,  j  L^    genau   vom  Grade  e"  —  1  ist;    bezeichnen  wir 

diesen  Grad  kurz  mit  w»^,  so  ist 

(22)  mIJ  =  2;«,  +  1. 

Analoges  gilt  für  die  Schaaren  zweiter  Äbtheilung;  dieselben  sind 
von  der  Gestalt 

(23)A,2X2^y»,+  A,^X^^y,%_,  (^  +  v  =  P,-l,  7'  =  l,2,...e°-l), 

wo  durch  den  horizontalen  Strich  über  den  X"^,  u.  s.  w.  angedeutet 
ist,  dass  wir  es  mit  einc^r  Theilschaar  der  zweiten  Abtheilung  zu  thun 
haben.  Hier  sind  die  Ableitungen  nach  den  1'",  durch  eine  lineare 
Relation    verbunden,    die    in  ?.^  \  Aj  genau    vom  Grade 

ist;  ferner  ist 

(24)  M°  =  2m,  +  1, 

wo  lix  die  Gesammtzahl  der  Yariabelen  in  (23)  bedeutet. 

Das  Koefficientensystem  von  (21),  ebenso  das  von  (23),  besitzt 
leine  Elementariheiler.     Ferner  ist  c^  >  1,  e"  >  1. 

Die  ele.mentareu  Schaaren  erster  Art  sind  durch  die  Zahl  der  in  ihnen 
auftretenden  Yariabelen  7i^}  =  2  e^^'^  und  die  Konstanten  üo,  &«,  g,  h 
bestimmt;  die  Schaaren  der  zweiten  Art  hingegen  sind  durch  die  Zahl 
der  in  ihnen  auftretenden  Yariabelen  w°  bez.  w°  allein  vollständig  be- 
stimmt, in  Folge  der  Gleichungen  (22)  und  (24)  aber  auch  durch 
die  Zahlen  m^  bez.  niy. 

60.  Die  Bedeutung  der  Konstanten  g  h  für  die  Schaar  Aj^p  -f  A.,^ 
ist  bekannt   (37,  55);    auch    diejenige   der  Konstanten    a^,  b^  und    der 

Zahlen  e]^^  =  -"    ist    leicht    anzugeben.     Jede  Theilschaar  (20)    besitzt 

nämlich  den  einen  ET  /,.  j     i   i.  i  vlf^ 

(.«e^i  +  0(,A^)'  ; 

derselbe  ist  nach  dem  Theoreme  YII  in  38  auch  ein  ET  des  Koefficienten- 

systems    von    (18)    und    mithin    auch    des    von    A,<p-j-Ajt/'.      Da    die 

Koefficientensysteme  der  Theilschaaren  zweiter  Art  keine  ET  besitzen, 

so    treten    eben    nach  Theorem  YII    genau    soviel  Theilschaaren    erster 

Art  in  (18)  auf,  als  das  Koefficientensystem  von  /liy-f  k^xl;  ET  besitzt. 

Jedem  Elementariheiler  .      ./O 

(a„Ai-f  «^pAj)* 

des  letzteren  Systems  entspricht  also  eine  Theilschaar  (20)  erster  Art. 
Dadurch  ist  die  Bedeutung  der  a^,,  b„,  e^f  für  unsere  Schaar  vollständig 
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dargelegt.    Bezeichnet  man  die  ET  des  Systems  von  Aj9)  + Aj^  in  irgend 
einer  Reihenfolge  mit 

(aj A,  +  6,  Aj)'',     (a^ Aj  +  h^ L)'^,  ■  ■  ■  K,A,  +  hj,X^yp, 
so  kann  man,  wie  in  44,  den  aus  elementaren  Schaaren  erster  Art  be- 
stehenden Theil  von  (18)  kürzer  gleich 

(25)  A,  (^a.(X.  Yo).-h^{X„T„\^  _,)  +  A,  (2'^„(X.r«).„+^2(X„r„),,_x) 

(5=1,2,...;) 
setzen;  dabei  sind  die  a«,  |  &<7  so  zu  bestimmen,  d&ssgaa  +  hha=  1  ist. 
(58,47.) 

Somit  bleibt  uns  nur  noch  die  Aufgabe,  die  Bedeutung  der  Zahlen 
nS  bez.  niy,  c"  und  m"  bez.  niy,  e^  aufzudecken. 

Es  seien  cp  und  ^  zwei  bilineare  Formen  von  je  2»  Variabelen 
x^  .  .  .  Xn,  Vi  '  •  •  Vn'-i  durch  Verschwinden  von  Koefficienten  kann  es 
möglich  sein,  dass  die  Anzahl  beider  Reihen  von  Veränderlichen  ver- 
schieden ist,  dann  ist  natürlich  \X^(p  -\-  X^-^\=0\  aber  auch  im  Falle 
wirklich  gleichviel  Xi  und  t/,-  in  Aiqp  +  Agi/^  auftreten,  wollen  wir 
Ai<p-f  A2^|  =  0  voraussetzen.  Der  Rang  des  Koefficientensystems  der 
Schaar  k^(p -\- k^xp  sei  r.  Alsdann  bestehen  zwischen  den  w  Ableitungen 
von  Ajqp -}- AgT^'  nach  den  a:,-,  ebenso  nach  den  i/,,  genau  n  —  x  un- 
abhängige lineare  Relationen,  deren  Koefficienten  homogene  Funktionen 
von  A,  I  Aj  sind.  Wir  denken  uns  nun  diese  n  —  r  Relationen  beide- 
mal so  gewählt,  dass  sie  in  den  Aj  |  Ag  von  möglichst  niederem  Grade 
sind;  wir  bezeichnen  diese  Gradzahlen  bez.  mit 

(26) 


und  nennen  sie  die  zur  singulären  Schaar  gehörigen  Minimalgrad- 
zahlen. Jede  zur  Schaar  Ai^p -}- Aj^t»  äquivalente  Schaar  besitzt  die- 
selben Minimalgradzahlen,  wie  Aj^p  +  Agt^,  wie  man  mittelst  des  auf 
S.  95  —  06  Bemerkten  höchst  einfach  beweist.  Diese  Zahlen  kann  man 
daher  als  numerische  Invariante^i  der  Schaar  Xi^p  -\-  Aj,^  (des  Formen- 
paares (jp,  ^)  bezeichnen.  Die  Zahlen  Mi,  ebenso  die  Zahlen  J/,  seien 
in  (26)  nach  wachsender  Grösse  geordnet.  Sind  nun  die  q  ersten  Mi 
und  die  a  ersten  Mi  Null,  so  können  wir  die  Schaar  zunächst  in 
eine  äquivalente  überführen,  in  welch'  letzterer  nur  noch  n  —  q  =  r 
Veränderliche  der  ersten  Reihe  und  nur  noch  n  —  a  =  s  Variabele 
der  zweiten  Reihe  auftreten  (58).  Diese  Schaar  verwandeln  wir  dann 
auf  die  oben  beschriebene  Weise  in  eine  reducirte  Schaar  von  der 
Gestalt  (18)  (vergl.  54  —  59).  Als  zur  gegebenen  Schaar  A^  (jp -f- Ag  i/^ 
äquivalent,    besitzt  sie    dieselben  Minimalgradzahlen,   wie  jene  Schaar. 
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Das  Nullsein  der  q  ersten  J/,  und  der  <s  ersten  Jl/,  dokumentirt  sieh 
in  der  reducirten  Schaar  dadurch,  daas  dieselbe  nur  noch  von  r 
Variabelen  X  und  s  Variabelen  Y  abhängt.  Die  übrigen  üradzahlen 
Mi  und  Mi  sind  grösser  als  Xull. 

Nun  sei  T,  eine  Theilschaar  (21)  zweiter  Art  erster  Abtheilung, 
T  eine  Theilschaar  (2U)  erster  Art.  Dann  sind  die  Ableitungen  von 
T^  nach  den  in  7'i  auftretenden  e°  Variabelen  X  durch  eine  lineare 
Gleichung  (r  ■=  0  verknüpft,  die  in  Aj  I  Ag  vom  Grade  e^  —  1  =  m«  ist. 
Die  Ableitungen  der  Schaar  7\  +  T  nach  den  in  ihr  auftretenden  X 
sind  durch  dieselbe  Gleichung  G  =  0  verknüpft.  Denn  in  T^-\-  T 
treten  e°  +  e^^''>  Variabele  X  auf.  Der  Rang  des  Koeflicientensystems 
von  Tj  +  T  ist  (P  —  1  +  c^^^  (22,  Satz  d),  also  sind  die  Ableitungen 
von  Ti-\-  T  nach  den  X  in  der  That  durch  eine,  lineare  Relation  ver- 
bunden, nämlich  durch  die  Relation  6r  ==  0.  Analog  zeigt  mau:  Ist 
jTi  eine  Schaar  erster,  T«  eine  Schaar  zweiter  Abtheilung  der  zweiten 
Art,  sind  die  Ableitungen  von  T^  nach  den  X  durch  eine  Gleichung 
G  =  0  verknüpft,  so  sind  die  Ableitungen  von  T^  +  T«  nach  den  X 
durch  die  einzige  Relation  G  =  0  verbunden.  Endlich:  Sind  Tj  +  li^ 
zwei  Theilschaaren  zweiter  Art  erster  Abtheilung,  sind  die  Ableitungen 
von  Tj(JR^)  nach  den  X  durch  die  lineare  Relation  Gi  =  0  {G.,  =  0) 
verbunden,  so  sind  die  Ableitungen  von  T^  +  lii  nach  den  X  durch 
zwei  Relationen,  nämlich  durch 

(tj  =  0,    a  =  0 

verbunden.  Alle  diese  Relationen  sind  unter  sich  nicht  linear  abhängig. 
Aehnliches  gilt  für  die  Ableitungen  nach  den  Y. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  in  (18)  so  viele  Theilschaaren  zweiter 
Art  auftreten,  als  es  von  Null  verschiedene  Zahlen  ^1/,  bez.  J7,  giebt, 
und  zwar  n  —  t  —  p  =  (>!  Theilschaaren  von  der  ersten  Abtheilung  und 
n  —  r  —  a  =  0^  Theilschaaren  zweiter  Abtheilung.  Diese  liefern  gerade 
Pi  lineare  unabhängige  Relationen  zwischen  den  Ableitungen  von  (18) 
nach  den  X  und  a^  unabhängige  lineare  Relationen  zwischen  den  Ab- 
leitungen von  (18)  nach  den   Y.     Diese  Relationen  sind   in  A^    X^  bez. 

vom  Grade  o      .     /        .    o  . 

mx=e?x  — 1    (x  =  1,  2,  .  .  .  pi), 

w   =  Cx  —  1    (x  =  1,  2,  .  .  .  (Ti). 

Durch  lineare  Verknüpfung  der  q^  ersten  oder  der  (Jj  zweiten  Re- 
lationen kann  aber  kein  neues  System  von  Q^  bez.  Oi  unabhängigen 
Relationen  gefunden  werden,  die  in  Aj  i  A^  von  niederem  Grade  wären, 
als  vom  Grade  m^,  .  .  .  w^,  bez.  7»i,  .  .  .  iHa/,  daher  sind  die  Zahlen  m^ 
Ulla  wtx  nichts  anderes  als  die  von  Nidl  verschiedenen  Minimalgradzahlcn 
Mi  und  M,,  d.  h.  es  ist  bei  passender  Bezeichnung 
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il/^  +  1  =  nif,  +  1  ,  .  .  .   Mn-t=  »in  -  r  , 

Damit  ist  denn,  da  ja 
.^-.  jWx  =  e2  -  1,  in,  =  r°  -  1 , 

ist,  die  Bedeutung  der  in  (18)  auftretenden  Zahlen  m^,  Wiy.  u.  s.  w.  voll- 
ständig dargelegt. 

Wir  schreiben  jetzt  für  alle  Mi  bez.  3/,-  wieder  »u,  bez.  w*,.    Es  ist 
vorthcilhaft,  auch  für  x  =  1,  2,  .  ,  .  q  bez.  x  =  1,2,  ...  a  durch 

nl  =  2wx  -f  1,  nl  =  2m,  -\- 1 
Zahlen  n,  tmd  n,  einzuführen.  Nicht  nur  die  m.,  m,,  sondern  auch 
die  nS,  n^  (x  ^  l,  2,  .  .  .  n  —  r)  sind  Invarianten  der  Formenschaar 
X^(p -}•  Xoip  (des  Formenpaares  qp,  ^).  Da  Kronecker  im  Wesent- 
lichen mit  diesen  letzeren  Invarianten  arbeitet,  so  wollen  wir  sie 
als  die  Kronecker'schen  Invarianten  der  Schaar  (des  Paares) 
bezeichnen.  Das  Auftreten  einer  Kronecker'schen  Invariante  1  be- 
sagt, dass  die  Anzahl  der  Variabelen  der  einen  Reihe  durch  lineare 
Substitution  um  Eins  vermindert  werden  kann. 

61.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  für  zwei  Schaaren 

bilinearer  Formen  von  je  2  m  Verllnderlichen  Xi,  yk  die  Minimalgradzahlen 
und  die  ET  der  Koefficientensysteme  übereinstimmen.  Diese  sind 
dann  von  gleichem  Range  x  und  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
aller  Subdeterminanten  t*^''  Grades  aus  beiden  Systemen  ist  derselbe. 
Man  kann  daher  bei  der  Reduktion  dieser  Schaaren  den  Konstanten 
g  h  beidemal  dieselben  Werthe  beilegen,  dann  wird  die  reducirte 
Form  (18)  von  Aj^j  -f  A^^  identisch  mit  der  reducirten  Form  (18)  von 
A^qp'-f  ^2^'  (60).  Die  Schaaren  A^(p  -\-  X^^i)  und  X-^^rp' -\-  X^tp'  sind  also  zu 
einer  und  derselben  dritten  Schaar  (18)  äquivalent,  mithin  sind  die 
beiden  Schaaren  unter  sich  äquivalent.  Es  gilt  also  das  Theorem 
von  Kronecker: 

X  Stimmen  für  zwei  singulare  Formenschaaren,  die  von 
je  n  Yariabelenpaaren  abhängen,  die  Minimalgrad- 
zahlen und  die  Elementartheiler  der  Koefficienten- 
systeme überein,  so  sind  sie  äquivalent,  und  um- 
gekehrt.* 


•  Auf  rationalem  Wege  kann  man  daher  über  die  Aequivalenz  zweier  sin- 
;;fulären  Schaaren  entscheiden;  die  Substitutionen,  -welche  eine  singulare  Schaar 
in   eine  äquivalente  überführen,  sind  rational  bestimmbar  (39). 
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Nachdem  wir  ilieses  Resultat  aus  unseren  Entwickelungen  gezogen 
liiibeu,  müssen  wir  uns  etwas  eingehender  mit  den  Zahlen  m^,  Cy\  el 
u.  s.  w.  besehiiftigeu.  Zunächst  sei  bemerkt,  dass  nach  (27)  die 
Kronecker 'sehen  Invarianten  n«,  n^  stets  ungerade  Zahlen  sind.  Ferner 
ergiebt  sich  aus  dem  in  59  und  00  Erörterten  für  die  zu  einer  Schaar 
X^<p  +  X^tl'^  die  von  '2)i  Veränderlichen  abhän<Tt,  gehörigen  Zahlen 
««^  «2,  n'^  die  Gleichung 

,  a-1,2,  ..  .n-  T» 

2n  «^w«  +^T>}  +^«y        /j  =  1 ,  2,  .  .  .  n  -  r    , 
^  •'  ^         \y  =  l,2,...i>  / 

wenn  wir  die  früheren  Bezeichnungen  beibehalten  und  in  «j;    den  jetzt 

unnöthigen  Index  q  (S.  108)  weglassen.     Da  Mj,=  2ey  ist,   so  sind  die 

Zahlen  ny  gerade  Zahlen. 

Wir   wollen   die   Theilschaarcu    (21),   (23)    und   (25)  bez.  mit  T°, 

T",  Ta  bezeichnen.     Besitzt  eine  singulare  Schaar  X^qp -{-  X^ip  bilinearer 

Formen  von  2)i  Variabelen  die  Minimalgradzahlen 

?»j,  nio,  .  .  .  Vit,     ^i,  w.,,  .  .  .  nit 

und  das  Koefficientensystem  derselben  die  ET 

{a,X,  +  h„X,y'^     (a^\,2,...p), 
und  wir  setzen 

(28)  w?;.  =  c°-l,     Wi,=  e^,-1, 

so  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  X^cp  -\-  X.2ip  in  die  Schaar 

a=l  P=^  r=i 

transformiren,  zvo  in  22  &ei  c2  ==  1 ,  e!?  =  1 , 

zu  nehmen  ist.     Dabei  ist,  wenn  wir  noch 

(29)  »?2=27n,+  l,     wO  =  2»77,  +  l,     n,=  2e, 
setzen , 

(30)  n?  +  w§  +  •••+«?+  w?+  w^  +  •••-!-  w? 4-  «1  +  Wo  +•••  +  W;,=  2«; 
die  n5,  w^  sind  ungerade,  die  w^  gerade  Zahlen. 

Man  denke  sich  nun  umgekehrt  für  ein  gegebenes  n  die  Gleich- 
ung (30)  in  positiven,  ungeraden*  Zahlen  wS,  >ix  und  in  positiven 
geraden  Zahlen  ny.  gelöst;  dabei  müssen  die  Zahlen  ?i"  und  JiJJ  in 
gleicher  Zahl  auftreten  und  dürfen  nicht  fehlen,  während  die  Zahlen  n^ 
nicht  unbedingt  in  einer  Lösung  aufzutreten  brauchen.    Ist  dann  durch 

^'^  ^^^^^  <-..<     <...<     n,,    ..n, 

*  Von  Null  verschiedenen. 
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eine    solche  Lösung   der  Gleichung  (30)   gegeben,   und    man  berechnet 
aus  dust-n  Zahlen  durch  die  Gleichungen  (29)  neue  Zahlen 

Wi,  Wo, .  .  .  ni,,     wJ,,  Wi, .  .  . »«/,     e-i,  fo,  .  .  .  Cp, 
setzt  ferner  für  ein  vorstehendes  »»<,  m^ 

W»x  =  C2  —  1 ,      »Mx  =  ix  —  1 

und  wählt  alsdann  für  die  Zahlen  eS,  e",  Cx  in  ü  diese  Zahlen 

pO     pO  pO        pO     7>0  P<^        p       p  P 

Oj,  1^2,  .  .  .  c^  ,       Cj,   c-o,  .  ,  .  o^,       Ci,   Co,  .  .  .  Op, 

setzt  für  ein  eS  =  1 ,  Ti"  =  0,  für  ein  e^=  1,  T^°=  0,  wählt  ferner  in  i? 
die  Konstanten  üo,  ha,  g,  h  willkürlich,  aber  so,  dass 

ga.,+  hba^O     {a  =  l,2,...p) 
ist,  dann  besitzt  die  Schaar  B,  die  Minimalgradzahlen 

m, ,  Wo,  .  .  .  m,,     thi,  rh.2,  . .  .Wh, 
und  das  Koefficientensystem  von  B  besitzt  die  ET 

(ttaX^+bA^Y'^     ((J  =  l,2,...p). 
Dies  geht  unmittelbar  aus  60  hervor. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  folgendermassen  kurz  als  Theorem 
aussprechen: 

XI.  Man    kann    für    ein    gegebenes   n  singulare    bilineare 
Formenschaaren,    die    von    2n  Variabelen     abhängen, 
bilden*,    welche    vorgeschriebene   Minimalgradzahlen 
haben,    und    deren    Koefficientensysteme  vorgeschrie- 
bene Elementartheiler  besitzen. 
Sind  die  Zahlen  7)1^,  rhr.  nicht  alle  grösser  als  Null,   so   treten  in 
der,    wie    eben    angegeben,    zu    bildenden    Schaar    nicht   wirklich    2n 
Variabele   auf;   die    Schaar  kann   ferner  nur  aus  Theilschaaren    erster 
Art  bestehen,  sodass  ihr  Koefficientensystem  gar  keine  ET  besitzt. 

Fasst  man  eine  ordinäre  Schaar  als  eine  solche  auf,  die  keine 
Minimalgradzahlen  besitzt,  lässt  ferner  in  den  Theoremen  X  und  XI 
das  Wort  „singulär"  weg,  so  gelten  diese  Theoreme  X  und  XI  für 
Fornienschaaren  jeder  Art  (vergl.  Theorem  VIII  und  IX).  Es  herrscht 
also  zwischen  den  Entwickelungen  von  Weierstrass  und  Kronecker 
vollkommene  Einheitlichkeit.  Dieselbe  tritt  auch  im  folgenden  Satze 
hervor: 

Die  Kronecker'schen  und  W eierstrass^schen  Invarianten  einer 
zerlegbaren  Scliaar  sind  diejenigen  ihrer  Theile  zusammengenommen. 


•  Oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  welche  vorgeschriebene  Kronecker 'sehe 
Invarianten  haben. 
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Für  die  Weierstrass'schen  Invarianten  ist  der  Satz  bewiesen 
(Theorem  VII  in  IJ8),  für  die  Krön  eck  er 'sehen  beweist  man  ihn  so: 
Sei  die  Schaar  S  in  die  Theilo  *b',  untl  X,  /,erl«'<,'l);ir,  seien  r,,  r.,,  r  bez. 
die   Hang/.ahlen  von   |6'i|,  \S^\,  \S\   und  für 

Wi  —  »"i  -=  T, ,     w,_,  —  /*:.,=-  Tg,     n  —  r  =  T 
w?,,  Wo,  .  .  .  mr„     m,,  +  ,,  .  .  .  wir.  +  r,,     m\,  m'.,,  .  .  .  m\ 

die  Minimali^'nid/iihlen  der  ersten  Reihe  für  die  Schaaren  »S', ,  S^,  S,  die 
von  «1,  «2,  n  Variabelen  Xi  abhängen  mögen.  Zunächst  erkennt  man, 
dass  wegen  r  =  r^  +  r»  (22,  d)  und  n  =  Wj  +  w, 

Tj  +  r«  -  T 

ist.  Nacli  Kronecker  giebt  es  ferner  Substitutionen,  die  6\,  S^,  S 
bez.  in 

S'  =  Ji"+  ^2+  •  •  •  +  !;•'+  Ä^  4-  i  =  i?i  +  i?2 

überführen  (S.  111,  vergl.  auch  32).  Sind  nun  a  Zahlen  »?,,...?»,„ 
h  Zahlen  Wr,  +  i,  .  .  .  nif  Null,  so  hängt  die  Schaar  >S"  nur  von  n  —  (a-\-b) 
Variabelen  der  ersten  Reihe  ab,  d.  h.  a  +  6  der  Zahlen  ?«/  sind  Null. 
Jede  Theilschaar  T"  (wj^  >  0)  aber  von  S'  liefert  eine  Relation  m^^'^'' 
Grades  zwischen  den  Ableitungen  von  S'  nach  den  Variabelen  der 
ersten  Reihe.  Zwischen  diesen  bestehen  also  r^-\-  r^  =  z  unabhängige 
Relationen,  die  bez.  vom  Grade  wjj,  m.,,  .  .  .  nit  sind.  Durch  lineare 
Verbindung  dieser  Relationen  kann  aber  kein  neues  System  von  r  un- 
abhängigen Relationen  geschaffen  werden,  die  von  niedrigerem  als  vom 
Grade  Wj,  m.,,  .  .  .  m,  in  X^  \Xo  wären;  daher  müssen  die  Zahlen  m'  und 
»n,  übereinstimmen.  Analoges  gilt  für  die  Grad/ahlen  der  zweiten 
Reihe,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Man  erkennt  schliesslich,  dass  eine  shiguläre  Schaar  dann  und  nur 
dann  irrcducibcl  ist,  wenn  sie  ein  einziges  Kroncckcrschcs  Invarianten- 
paar tiif  «1  =  1,  ihr  System  aber  keinen  ET  besitzt. 

62.  Auf  Grund  des  Theorems  XI  Massificircn  wir  die  singulären 
Formenschaaren,  die  von  gleichvielen  Variabelenpaaren  abhängen,  unter 
Zugrundelegung  unbeschränkter  linearer  Transformationen  für  die 
Variabelen  beider  Reihen  genau  so,  wie  dies  bei  den  ordinären 
Schaaren  auf  Grund  des  Theorems  IX  in  49  ausgeführt  wurde. 

Gehören  zu  einer  singulären  Schaar  AjA  +  ^2^  "^^"  bilinearen 
Formen,  die  von  n  Variabelenpaaren  abhängen,  etwa  die  unter  (29) 
angegebenen  Zahlen  nS,  m]J  u.  s.  w.,  so  sagen  wir,  die  Schaar  A^  A  +  Aj  B 
(das  Formenpaar  A,  B)  besitze  die  Charakteristik 
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(31)  ({»,?,  nl .  .  .  n?;  n«,  ^, . . .  ,1?)  {n„  ...)...  («.,  ...)•..(..  ,m^)]  * 
wobei  die  runden  Klammern  solche  Zahlen  n^  einschliessen,  deren  zu- 
gehörige Zahlen  c.,  =  -^  Exponenten  von  ETn  gleklier  Basis  sind. 

Zu  allen  von  2n  Variabelcn  abhiingigen  singulilren  Formenschaaren 
gehört  eine  endliche  Anzahl  von  Charakteristiken  (31),  da  die  Summe 
der  Zahlen  n%  Uß,  Uy  gleich  27i  ist,  u  s.  w.,  wie  in  29,  nur  dass  jetzt  an  Stelle 
der  Gleichung  (3)  die  Gleichung  (30),  an  Stelle  von  Theorem  IX  das 
Theorem  XI  tritt.  Sdiliesslich  Jdassificinn  wir  wieder,  nie  in  49,  die 
von  einer  gegebenen  Anzahl  von  VariaheJenpaaren  abliängigen  singidären 
Schaaren.  Sind  in  der  Charakteristik  einer  Klasse  die  Zahlen  nZ  nicht 
alle  gleich  den  Zahlen  «^,  so  erhält  man  dadurch,  dass  man  in  ihr 
die  Zahlen  tia  und  iip  vertauscht,  nicht  die  Charakteristik  einer  neuen 
Klasse,  da  es  gleichgiltig  ist,  welche  Reihe  von  Variabelen  man  in 
einer  bilinearen  Form  als  die  erste  ansehen  will.  Die  Schaaren  einer 
und  derselben  Klasse  können  wegen  Theorem  X  auf  eine  gewisse 
Normalform  (Icanonischc  Form)  R  gebracht  werden.**     U.  s.  w. 

Die  Zahl  der  Klassen  von  singulilren  Formenschaaren,  die  von 
n  Variabelenpaaren  abhängen,  die  aber  in  solche  transformirt  werden 
l:önnen,  die  von  weniger  Variabelenpaaren  abhängen,  ist  gleich  der  Zahl 
der  Klassen  von  ordinären  und  singidären  Schaaren  bilinearer  Formen, 
die  von  7^—1  Variabelenpaaren    abhängen.     Denn    stellen    die    Zahlen 

],n°,  ...,     1,  51«,  ...  1  «1 +  ^2  ..  . 
ein    Lösungssystem    der  Gleichung  (30)    vor,   welches    die    S.  111    an- 
gegebenen Eigenschaften  besitzt,  so  ist  durch  die  Zahlen 

nl, .  .  .,   «^,  n^,  n,,  .  .  . 
ein  geignetes  Lösungssystem  der  Gleichung 

(32)  2  (n  -  1)  =  2^2  +  ^n'.  -f  ^'h 

a  [i  Y 

gegeben.  Genügen  umgekehrt  die  Zahlen  n'^,  .  .  .,  Wg,  .  .  .  n^,  n.2,... 
der  Gleichung  (32)  und  besitzen  die  S.  111  angegebenen  Eigenschaften, 
nur  dass  jetzt  auch  die  Zahlen  nl,   n^  fehlen  dürfen,  in  welchem  Falle 

ni+n^-\ =  2(m  — 1), 

e^  +  e^  -\ =  »?  —  1 

ist,  so  stellen  die  Zahlen  1,  «2, .  .  .,  1,  w°, .  .  .,  n^,  n^,  .  .  .  ein  passendes 
Lösungssystem  von  {ßO)  vor. 

•  Treten  keine  Zahlen  ria  auf,  so  bleibt  die  eckige  Klammer  weg. 
••  Ist  die  Charakteristik  einer  Klasse  von  der  Gestalt  {ll . . .  1;  1  1. . .  l},  so 
verschwinden   alle   ihr   angehörigen  Schaaren   identisch;   wir  wollen   dann  sagen, 
zur  Ellasse  gehöre  die  Normalform  „0".  * 
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Die  Xornialfomien  für  die  Klassen  dieser  singulären  Formen- 
schaaren, die  von  7i  Varial)elenpaaren  abhängen,  sind  identisch  mit  den 
Normalformen  für  alle  Klassen  von  singuliiren  und  ordinären  Formen- 
schaareu,  die  von  (m  —  1)  Variabelenpaaren  abhängen.  Denn  zu  der 
Klasse  von  Schaaren  liilinearer,  von  n  Variabelenpaaren  abhängiger 
Formen  mit  der  Charakteristik 

(33)        [{1,  n5, . . .;  1,  »1?, . .  .}(«„  ...)•.•  (n.,  ...).•.(.•  .,n,)] 

gehört  dieselbe  Normalform,  wie  zu  der  Klasse  von  Schaaren  bilinearer, 

von  n  —  1  Variabelenpaaren  abhängiger  Formen  mit  der  Charakteristik 

[(n2,  .  .  .;  nl  .  .  .){n„  ...)...  («„,  ...)•..(•.  .,n^)] 
bez.,  wenn  die  Zahlen  wS, ...  Ti'l,...  in  (33)  fehlen,  mit  der  Charakteristik 

[('i'  =  c„...)...('-i^=e„,...)...(...,?=e,)]. 
Vergl.  49. 

Diese    Bemerkungen    benützend,    wollen    wir   jetzt    für    die    Fälle 
M  —  1,  2,  3,  4  die  Zahl  der  Klassen  bestimmen  und  die  zu  den  einzelnen 
Klassen  gehörigen  Normalformen  wirklich  aufstellen. 
Für  n  =  1  gestattet  die  Gleichung 

2  =  M?  +  •  •  •  +  »7?  +  ■  •  •  +  w,  +  •  ■ . 
nur  eine  Lösung  der  in  61  beschriebenen  Art,  nämlich  die  Lösung 

«?  =  1,      .7?  =  1; 
es  giebt  nur  eine  Klasse  mit  der  Charakteristik 

sie  umfasst  die  Schaaren  bilinearer  Formen  von  einem  Variabelenpaare, 
die  identisch  Null  sind. 

Für  n  =  2  hat  man  für  die  Gleichung 

4  =  >??  +  >?5  +  . . .  +  >7?  +  n«  +  . . .  +  ,i,  +  n,  +  •  •  • 
die  3  Lösungen:  ■,    .,0       q      ,-to      1 

°  L.   Hl  =  O,        «1^1, 

2.  «?  =1,     «?  =  1,    Mj  =  2, 

3.  ,??  =  ,iO  =  w«  =  ,7S  =  1. 

Zu  der  der  ersten  entsprechenden  Blasse  mit  der  Charakteristik 

{3,1} 
bestimmt  sich  die  Normalform  wie  folgt;  zunächst  wird 
;«i  =  1,     ^"'1  =  0,     f'i  =  2; 

daher  ist  R  =  Tl,  wo  in  Ti' 

c?  -  1  =  1 

zu  nehmen  ist;  man  erhält  daher  als  Normal  form 

^1  All  i  10  +  ^0  Aio  1 10- 

8* 
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Die  Normalformen  für  die  Klassen  [{i,  1)2]  und  {11,11}  sind  die- 
jenigen fiir  die  Klassen  [1]  und  {1,1}  von  Formenschaaren,  die  von 
einem  Vuriabelenpaare  abhängen;  die  Normalform  für  die  ersteren 
wurde  in  50  unter  a),  1  angegeben,  die  Schaaren  der  zweiten  sind 
identisch  Null  (siehe  oben).     U.  s.w. 

Wir  stellen  jetzt,  wie  in  50,  die  Charakteristiken  und  Normal- 
formen für  alle  Klassen  von  Formenpaaren,  die  eine  shujulärc  Schaar 
bilinearer  Formen  von  n  Variabelenpaaren  bestimmen,  für  die  Fälle 
«  =  1,  2,  3,  4  zusammen,  wobei  wir  für  X,  Y  bez.  x,  y  schreiben. 


Klassen    der    singulären    Paare    bilinearer    Formen 
von  2m  Variabelen  bei  Tinbeschränkter  linearer  Trans- 
formation der  Variabelen  im  Falle 
a)  n  =  1. 


l-(i,T} 


1.  {3,1} 


b)n 


2.  [{1, 1 }  2]  I  Die  Normalformen  sind  identisch  mit  denjenigen  für 

I  die    Klassen    von    Formeupaaren,    die    von    je    cbiem 

3.  {11,  ü\     ]    Yariabelenpaare  abhängen  (vergl.  50  a),  1,  62  a),  1). 


1.  {5,1) 
2.(3,3} 

3.  [{3,1}  2] 

4.  {31,  n} 

5.  [{1,1}  22] 

6.  [{1,1}  (22)] 

7- [{1,1}  4] 
8.[{ii,n}2] 

9.{iii,ni} 


c)  w  =  3. 
xWn+x'i^y^, 
x%yl,  +  x\iy%. 

x\xy%  +  x%fn, 
x^ioy%  +  x%y%.* 

Xn  yio  +  öl  a:io  1/10 , 
^10  yio  +  &i  iCio  yio- 

Die  Normalformen  sind  identisch  mit  denjenigen 
für  die  Klassen  von  Formenpaaren,  die  von  je  2wei 
Variabelenpaaren  abhängen,  und  zwar  stimmen  die 
'  Normalformen  für  die  linksstehenden  Klassen  4  bis 
9  der  Reihe  nach  mit  denjenigen  für  die  Klassen 
mit  den  Charakteristiken  {3,1},  [11],  [(11)],  [{1,1}  2], 
{11,  11}  überein. 


•  Ueber  die  Charakterisirung  dieses  Falles  durch  rationale  In-  und  Kovarianten 
zweier  temären  Vjilinearen  Formen  vergl.  Math,  Ueber  ternäre  bilineare  Formen, 
Math.  Ann.  (92)  Bd.  42,  Art.  8. 
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d)  n  =  4. 

^0     0    _L  „0   ,,0    _i    ^n    .,0 

'  * '  ^  '  *  'r"    ./"     _L   /r"    ^i"     _L   -yO    «/' 

„0        0        1      _()        (»        I      -0     -0 

>  ^'  ^ '  •  />•"  */'  -1-  t"  */»  _L  ;;^n  j:'" 

„n   ,,0      1    „0   .,0 
O.   |H3,  11)  :     n       „  Q       n 

_    ,,     _,    ,  ^n  yw  +  ^?o  J/u  +  rti  a-,0  J/io  ; 

^-  [{3,3}i'J        : 

_    rf     -,     -,       ^iiyio  +  «i2-io!/io  +  fl2^2o?/20  5 
D    11  3   1 1  "'■'l 

-    .,    .,,    ,,    ^112/10 +  ffi(a-iot/io+3-2oy„o), 
7     {3  1 1  ("•'>)    ■ 

"'    "■"''     ^io!/io+^(a:io2/io+^2o2/2o)- 

_  a-ii7/?o  +  «i(a-io!/n +3-iiJ/io)-/ia-io!/io, 

'  •-' ^'  ^ '  *        *  x%  x%  +  ^1  (a-joy,!  +  X,, y^^)  +  ^r  x^^y^^. 

5.  {51,n},  6.  {31,3l},  7.  [{31,ll}2],  8.  [{1,1}  222],  9.  [{l,  1}  (22)  2], 
10.[{l.l}(222)],    11. [{1,1}  42],    12.  [{1,1}  (42)],     13.[{l,I}6],    14.{311,in}, 

15.  [{ii,n}22],      16.  [{ii,n}(22)],     17.  [{11,  H}  4],     18.  [{iii,riT}2], 
19.  {1111,  Uli)- 

Die  Nor  malformen  für  diese  letzten  15  Klassen  sind  identisch 
mit  denjenigen  für  die  Klassen  von  Formenpaaren,  die  von  je  drei 
Veränderliehenpaaren  abhängen,  und  zwar  stimmen  die  Normalformen 
für  die  Klassen  5  —  19  der  Reihe  nach  mit  denjenigen  für  die  Klassen 
mit  den  Charakteristiken  {5,1},  {3,3}  u. s.w.  überein. 

Aus  50  und  62  ergiebt  sich,  dass  in  den  Fällen  «  =  1,  2,  3,  4 
bez.  2,  6,  15,  33  Klassen  von  Schaaren  bilinearer  P'ormen  auftreten. 

Die  Theoreme  von  Weierstrass  und  Kronecker  finden  zahl- 
reiche Anwendungen  in  den  Untersuchungen  über  spccidlc  lormrn- 
schaarcn,  auf  welche  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  eingehen;  wir 
gelangen  durch  dieselben  zu  einer  Reihe  neuer  Fundamentalsätze 
über  ET. 
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§  9.   Symmetrisclie  imd  altcruiroiulc  Formeu. 

I. 

63.  Es  sei 

A  =  ^aikXiXk     (/,  Ä;  =  1,  2, .  .  .  n), 
wobei  ■^— 

eine  quadratische  Form  von  n  Variabeleu  Xy,  .  .  .Xn,  deren  Koefficienteu 
die  in  10  für  die  a.i  angegebene  Beschaffenbeit  haben  mögen.  Die 
Determinante  der  Form  A  bezeichnen  wir  mit  |-4|5  das  System  von 
j.-i|  ist  ein  symmetrisches.  Die  Begriffe  „ordinäre'',  „sinr/ulärc",  „zer- 
legbare quadratiscJw  Form''  definiren  wir,  wie  bei  den  bilinearen  Formen 
in  10  und  22.  Sind  die  a,i.  lineare  Formen  zweier  Veränderlichen 
Aj  I  Ag,  80  stellt  A  =  Ai^i+  ^2^ 

eine  Schaar  quadratischer  Formen  vor  (8,  Schluss).  Die  Begriffe 
„Aequivalenz  zweier  ScJumreii"  (Paare),  „elementare  Scimar",  „reduciHe 
Schaar"  definiren  wir,  wie  es  bei  Schaaren  bilinearer  Formen  geschah 
(25,  39),  nur  dass  jetzt  an  Stelle  der  Substitutionen  für  die  Variabelen 
beider  Reihen  eine  einzige  lineare  Substitution 
(1)  Xi=  ai  i  x[  +  «2  .■  x[  +  a„ ,  xl 

für  die  x^,  x^,  .  .  .  Xn  tritt.  Ist  die  Schaar  A  eine  singulare,  so  sind  die 
Ableitungen  von  A  nach  :rj,  x^,  .  .  .x^  durch  n  —  t  unabhängige  lineare 
Relationen  verbunden,  wenn  r  den  Rang  des  Systems  von  \A\  be- 
zeichnet. Wählt  man  diese  Relationen  so,  dass  sie  in  Aj  |  Ag  von 
möglichst  niederem  Grade  m^,  m^,  .  .  .  m„—t  sind,  so  heissen  >Wj, 
Wc,  .  .  .  m„—t  die  zur  Schaar  A  gehörenden  Minimalgradzahlen. 

Dies  vorausgeschickt  sei  nunmehr  A^  A  -{-  ^^-^  ^^^  Schaar 
quadratischer  Formen  von  n  Variabelen,  und  zwar  sei 

A^'S^ttikXiXk,     B  =^bi,,XiXk    1 

jLj  '  jLu  (i,  Z;  =  1,  2,  .  .  .  n). 

O'ik  =  c^irj  ba  ==  bki  I 

Dann  setzen  wir,  unter  i/j,  y.2,---yn  Variabele  verstehend, 

1  (dA  ,   cÄ  ,  ,  dA       \       -r, 

1  {dB  ,   dB  ,  .   dB        \       -r, 

Die  symmetrischen  bilinearen  Formen  Fa  und  P^  (vergl.  11)  heissen 
die  Polarformen  von  A  bez.  B*.  Für  Xi  =  yi  (*  =  1,  2,  .  .  .  «)  geht 
Fa  inj.,   P*  in   P,   also    die   Schaar  AiPa  +  AgP^  von   symmetrischen 

*  Ist  P  =Za..xv.  eine  symmetrische  Form,  so  ist  P„  die  PolarfoiTU  von 
A  =  Sa- 1 X;  X.. 
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l)iliiiearen,  in  die  Schnar  X^A  -f  ?.^Ji  von  quadratischen  Formen  über; 
denn  es  ist 

P.,  -='^a,,Xiiß,     P,  --^hi,.T,y,     (i,  A-       1,2,...  n). 
Es  ist  ferner 

(2)  |A,J  +  A,/>'|  =  |AjP., +  /l,P,|. 

Durch  die  Substitution  (1)  mit  nicht  verschwindender  Determinante 

gehe  nun  .1  in  A,    ^''  in   B   über.     Setzen  wir  noch 

A  ==^a!,x!x',,     B  -^b'.kxy,     (/,  /.•  =  1,  2,  .  .  .  n) 
und 

(3)  ?/.•  =  aiii/l  4-  «2. I/o  + h  «n,?/«     (i'  =  1,  2,  .  .  .  m), 

so  geht  bekanntlich  durch  die  conarucnicn  Transformationen  (1)  und  (3) 
(vergl.l3)/^.in^^^^^,^^,^,     (e,  ^  =  1,  2,  .  .  .  n), 

Pft  in 

P:i=^lhxlyl     {i,lc  =  \,2,...n), 

also  die  Schaar 

AiP„  +  A.,P, 
in  die  Schaar 

über.  Auch  das  Umgekehrte  ist  richtig:  Geht  durch  die  congruenten 
Transformationen  (1)  und  (3)  P„  in  P„,  so  geht  durch  (1)  ^  in  A 
über,  u.  s.  w.     Nach  11  ist 

!  A,P„  +  A^P^  1  =  A  .  U,P„  +  X,P,\  ■  A, 
also  M'egeu  (2) 

lAjA  +  AgB    =A-    Ai.l  +  AgBI. 

lieber  die  Aequivalenz  von  Schaaren  quadratischer  Formen  gilt 
der  Satz: 

14)  Sind  zwei  ordinäre  (singulare)  Schaaren  quadratischer  Formen 
von  je  n  Variahelen  äquivalent,  so  stimmen  die  JElementartheiler  ihrer 
Determinanten  (ihrer  Kocfflcientcnsijstcme  und  ihre  Minimahjradzahlcn) 
Hierein. 

Denn  sind  die  Schaaren  Aj^l  +  A^/^  und  AjA  +  A^B  äquivalent,  so 
sind  es  aucli  die  Schaaren  X^  P„  +  AoPj  und  X^  Pa  +  A^PjV,  also  stimmen  die 
ET  der  Determinanten  U,Pa  +  A,P,|  und  XiPa  +  AoP^|  bez.  die  ET 
der  Systeme  dieser  Determinanten  überein  (39,  Satz  12);  wegen  (2) 
gilt  aber  das  Gleiche  für  die  Schaaren  XiA  -\-  X^By  AiA  +  AoB.  Sind 
Wi,  m^,  .  .  .  wj,  die  zur  (singulären)  Schaar  XyA  -\-  X^^li  gehörigen 
Minimalgradzahlen,  so  gehören  zur  Schaar  A,  Pa  +  AgPj  die  Minimal- 
grac  za    en  ^^^^^  ^^^^^        ^^^  .  -^^  ,7,^^  .  .  .  JTit, 

wo  bei  passender  Bezeichnung 
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ist 

nix  = 

/Tix 

(y.  =  1,  2, 

HK 

Ä-\-l,B) 

_dih 

Pa  +  X,P^,) 

dxi 

dyi 

d{h. 

Pa  +  a,  Pft)  _ 

.^L 

Pa  +  ijP*) 

•0 

(z  =1,2,...  n), 
{i  =  l,  2,...ny, 


d  Xi  d  rji 

die  zu  Aj  P„  +  A^  P^  äquivalente  Schaar  A,  JPa  +  ^2  P/i  besitzt  ebenfalls 
die  Minimalgradzablen  w, ,  .  .  .,  wi,,  .  .  .  (w,  =  m,)  nach  Theorem  X. 
Daraus  folgt  aber,  dass  die  Schaar  AjA  +  A^B  die  Minimalgradzahlen 
wi,,  m^,  .  .  .  nit  besitzt,  w.  z.  b.  w. 

Wir  wollen  im  Folgenden  zunächst  zeigen,  dass  die  Ueberein- 
stimmung  der  ET  nicht  nur  die  noth wendige,  sondern  auch  die  Jiin- 
reidioide  Bedingung  für  die  Aequivalenz  zweier  ordinärer  Schaaren 
quadratischer  Formen  ist. 

64.  Um  dieses  zu  beweisen,  bedürfen  wir  folgenden  Hilfssatzes: 
Sind  die  Koefficienten  einer  symmetrischen  bilinearen  Form 

A  =  ^a.kXj  yu     (i,  Z:  =  1,  2,  .  .  .  n) 

ganze  Zahlen  oder  ganze  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Veränderlichen, 
so  kann  man  A  durch  eine  Reihe  von  congruentcn  Elementai-- 
transformationen  in  eine  Form 

/^-^ahxlyl    (/,  )t  =  l,  2,  ...n) 

so  transformiren,  dass  die  Subdeterminanten 

Ao  =  ^±  a\^aU  .  .  .a'no     (p  =  1,  2,  .  .  .  r) 

des  Systems  von  A  sämmtUch  regulär  in  Bezug  auf  einen  Prim- 
theiler  p  werden,  wenn  r  den  Rang  von  |  A  |  bedeutet.* 

Zum  Beweise  brauchen  wir  die  Resultate  des  Artikels  7.  Zunächst 
kann  man  nach  dem  dort  Gezeigten  durch  congruente  Elementar- 
transformationen 2*^'  Art  (vergl.  27,  b)  die  Form  A  in  eine  solche 
transformiren,  für  welche  die  in  7  mit  A^^  B^y  Co  bezeichneten  Sub- 
determinanten ihres  Koefficientensystems  die  daselbst  unter  6)  an- 
gegebenen Eigenschaften  besitzen.     Bezeichnen  wir  diese  Form  wieder 

mit  A=  ^üikXiyt  und  führen  wir  A  durch  die  congruenten  Elementar- 
transformationen 3'^''  Art  (27,  c) 

1/1=  y[,  Vt  =  y'i, ■■■yQ  =  yö,  yo+i  =  y'o+i - yo,  yo^^  =  y'^+i, . . .y„  =  yn 

in  eine  Form 


*  Frobenius,  S.  B.  1894,  S.  37. 
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A     ^a\xly',     (/,  k       1,  2,...n) 

über,  SU  geht  die  Determinante    A  j  aus  der  Determinante  ,.1    dadurch 

hervor,  dass    man    in  |  ^  i    die    (p  +  1)'"  Zeile  von    der   p'""  Zeile  und 

dann  die  (p  +  1)'"  Spalte  von  der  q^''''  Spalte  (oder  umgekehrt)  abzieht 

(27).    Alsdann  wird  aber 

Ai  =  .ij,     Ao  —  ^ij,  .  .  .  A,;_i  =  ^l^,_i,     A(,4.i  =- J^.^i,     A„  =  .l„ 
und 

(4)  A,=-V2i>V  +  Q', 

wenn  A^,  u.  s.  w.  für  A  bedeutet,  was  A^,  u.  s.  w.  für  A.  Dies  ergiebt 
sich  einfach  so,  dass  man  ^-l^,  zweimal  in  je  zwei  Determinanten  zer- 
legt. Enthält  nun  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  Sub- 
determinanten  p'''"  Grades  von  \  A\  den  Primtheilerj>  zur  Potenz  /,  dann 
steckt  2^  in  ß^,  genau  zur  Potenz  /,  in  J„  und  C'„  zu  einer  höheren; 
daher  steckt  p  wegen  (4)  in  A^,  genau  zur  Potenz  /;  d.  h.  A^  ist  eine 
reguläre  Subdeterminante  von  JA-  In  i  A  |  sind  sonach  die  sämmtlichen 
Determinanten  A, ,  Ao,  •  •  •  A^,  A(,  +  i  regulär.  Durch  weitere  Anwendung 
von  solchen  einfachen  congruenten  Transformationen  bringt  man  es 
schliesslich  zu  einer  Form  A,  für  welche  die  bei  A  mit  A^,  ...  Ar  be- 
zeichneten Subdeterminanten  alle  regulär  in  Bezug  auf^)  werden,  w.z.b.  w. 

Machen  wir   noch  durch  congruente  Reihenvertauschungen  in     A 
das  erste  Diagonalelement  zum  letzten,  das  zweite  zum  vorletzen  u.  s.  w., 
so  ergiebt  sich,  falls  speciell  A  von  der  Gestalt 

lA-B, 
wo  A  und  B  symmetrische  bilineare,  von  X  unabhängige  Formen  vor- 
stellen, und  r  = /«ist,  dass  man  durch  congruente  Transformationen  mit 
(janzzaldigen  SHhstitutionskocfficirnteyi  XA  —  B  so  umformen  kann,  dass 
in  der  Determinante  der  neuen  Form  die  S.  70  für  XA  —  B  mit 
S\  S','  S'," .  .  .  S^""-^^  hezeichnctcn  Subdeterminanten  sämmtUch  regulär 
iccrden  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Linearfaktor  von  \XA  —  Bi. 

65.  Wir  wenden  nun  die  Weierstrass' sehe  Reduktion  in  §  6  auf 
eine  Schaar  symmetrischer  bilinearer  Formen  an.  Alsdann  wird  in  40 
C=XA  —  B  eine  symmetrischr  Form  und  wir  können  daher  nach 
64  diese  Form  durch  congrurnte,  von  X  unabhängige  Substitutionen  so 
transformiren,  dass  in  der  Determinante  der  neuen  Form  die  bei 
\XA  —  B\  mit  ti',  6'J' .  .  .  »S^""^)  bezeichneten  Subdeterminanten  in  Be- 
zug auf  den  Faktor  {X  —  c)  von  XA  —  B  alle  regulär  sind.  Diese 
Form  bezeichnen  wir  wieder  mit  XA  —  B\  sie  ist  ebenfalls  symmetrisch 
(S.  29),  so  dass  jetzt  in  §  6 

wird,  was  zur  Fulge  hat,  dass  in  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  X'"^ 
und   Y^*'  dieselben  Funktionen  der  ?<,  bez.  r,  werden;  dasselbe  gilt  von 
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X^f,  mul  l'xju  in  42  und,  da  nun  die  Substitutionen  (19)  und  (20)  in 
43  beide  coiujruoitr  Tra)isfon)iatio)Hn  sind,  auch  von  Xx,,  und  Y^ft  iu 
43,  wobei  besonders  zu  beachten  ist,  dass  die  Xx/.  und  Y^y  in  (23) 
von  A  unabhängig  sind,  da  das  GkMche  von  den  congruenten  Trans- 
foruiiitionen  (19)  und  (20)  gilt  (^04).  Daher  werden  endlich  in  45 
Xoft  und  Y„ft  dieselben  Funktionen  der  .r,  bez.  y,;  die  Substitutionen  (32) 
sowohl  als  (36)  sind  cougnmüe  Subditut{o)K')i ,  wenn  X„u  und  Yn^i  als 
zusammengehörige  Variabele  aus  den  beiden  Reihen  von  Variabelen 
X„^  und  !'„,.  (44,  Schluss)  aufgefasst  werden.  Es  Ixömwn  daher  durch 
congnicnie  Transformatiomn  A  und  B  bez.  in  A  und  B  in  (36),  und, 
nenn  A  und  B  bdiebiijc  siimmdrisdic  bilinenre  Formen  sind,  A  und 
B  in  A  und  B  in  (45)  transfurmirt  iccrden,  vorausgesetzt,  dass 
Aj  J.  +  A^  jB  j  =1=  0  ist. 

Nun  sei  X^Ä  -\-  X^B  irgend  eine  ordinäre  Schaar  von  quadratischen 
Formen,  ferner  seien 

(»<,  Ai  +  &a  A  J"  ((?  =  1,  2,.  ..  w) 
die  sämmtlichen  ET  ihrer  Determinante;  alsdann  hat  die  Determinante 
der  Schaar  von  symmetrischen  bilinearen  Formen  XiPa  -}-  X^Pb  (Be- 
zeichnung wie  in  63)  dieselben  ET;  daher  können  durch  congruente 
Transformationen  P„  und  F/,  auf  die  Form  (45)  in  §  6  gebracht  werden. 
Indem  wir  Xi^y,-,  Xafi=  Yaf,  setzen  (63),  erhalten  wir  somit  den  Satz*: 

15)  Sind  A  und  B  zivcl  quadratiscJie  Formen  von  je  n   Variabelen 
x^, . . .  x„,  ist  die  Determinante  |  A^^rl  +  Ag  -B  |  =■=  0,  und  sind 

{aaX^+baXj"      ((7=1,  2,...m) 

ihre    sämmtlichen    Elementartheiler,    so    hann    man    durch    eine    lineare 
Substitution  die  Formen  A  und  B  gleichseitig  bez.  in 

A  =  ^aa  {X„Xa\^  -  h\^{X,,Xa\-„ 

B  =  ^ba  {XaX.\  +  ^^(X.X,),^_i** 

transformiren ,  ivo  g  h  leliebig,  aber  so  zu  wählen  sind,  dass 

\gA  +  hB\=\=0 

ist,  und  die  VerMltnissgrössen  ao  \  ba  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

aag  +  b„h  =1 
ist. 

Dabei  hängen  die  X^^  mit  dem  Xi  nach  (32)  in  §  6  durch  lineare 
Gleichungen  von  der  Form 

(6)  Xofi  =  'y  -      {Ciofj.  ^1  +  Coofj.  ^2  ")"■■■  ~l~  ^«"/t  oc„) 

*  Weierstrass,  BM  1868,  S.  332  — 334  (Ges.  W.  Bd.  II,  S.  39-41). 
**  Für   Crj  =  1,   ist   {XaXa)eg  —  i  gleich   Null   zu   setzen;   clies   ist  im   Folgd. 
stets  zu  beachten. 
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zusammen,  wo  (\  und  dir  ^'^,„^  (q  =^  1,2,  .  .  .  n)  <innzc  lutnJdioticn  von 
Oa,  ho  und  den  Kocf'ficicntcn  der  Formen  A   und  B  hcdeiäcn. 

Stimmen  nun  filr  zwei  ordinäre  Scliauren  von  quadratischen  Formen 
die  ET  ihrer  Determinanten  überein,  so  sind  beide  Schaaren  einer  und 
derselben  dritten  Schaar  (6)  äquivalent;  daher  sind  sie  unter  sich 
äquivalent.  Also  ist  die  am  Schlüsse  von  63  ausgesprochene  Behauptung 
bewiesen,  und  es  gilt  somit  das  Theorem:* 

XII.  Zwei  ordinäre  Schaaren  quadratischer  Formen  von 
n  Variabelen  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn 
die  Elementartheiler  ihrer  Determinanten  über- 
einstimmen. 

66.  Die  Schaar  AjA  +  ^«^  ^^^  "^^  (^"^'^'gl-  Theorem  IX)  besitzt,  wie 
wir  eben  gesehen  haben,  symmetrische  Grundformen;  die  ET  ihrer 
Determinante  sind 

(aaX.  +  haK)'"     (ö  =  l,  2,  ...  m), 

wenn  wir  die  aa  bn,  Ca  so  wählen,  wie  in  Theorem  IX  angegeben 
wurde.     Lassen  wir  nun  in  A^A  +  AgB 

werden,  so  geht  diese  Schaar  in  eine  Schaar  von  quadratischen  Formen 
über,  welche  dieselbe  Determinante  hat,  wie  AjA+^-oB  (63);  die 
Determinante  dieser  Schaar  von  quadratischen  Formen  hat  also  die  ET 

(aaXi-^ba}^yo     ((j  =  l,2,  ...m). 
Also  gilt  das  Theorem** 
XIII.  Wählt  man  in 

B  ^y^k,(X,X.\^+ rf^(X.,Xa)c,-i 

die  positiven  ganzen  Zahlen  e^,  .  .  .  e,n  und  die  Kon- 
stanten g\hy  aa\h.,  beliebig  aber  so,  dass  bei  ge- 
gebenem n 

€1  +  e2+  •■•  +  c„,=  n, 

ga„-\-hba=\=0 

ist,  so  besitzt  die  Schaar  A^A-f  A^B  quadratischer  Formen 
von  n  Variabelen  X,^  die  Elementartheiler 

(a^i  +  boX^Y"     (tf  =  1 ,  2, . .  .  7«). 


*  Weierstrass,    1.  c.    (vergl.   auch    Gundelfinger    in    Hesse's    Raum- 
geometrio,  Leipzig  (76),  Suppl.  IV). 

♦*  Weierstrass,  BM  1868,  S.  335  (G.W.  Bd.  II,  S.  41). 
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Die  Scliaar  ^jA  +  ^qB  ^^^  zerlegbar,  ihre  Tlieile  sind  irreducibel 
(48,  Schluss),   sie   ist   eine  reducirtv  Schaar  von  qnadratischm  Formen, 

Hervorgehoben  werde  noch,  dass  allgemein  eine  orditiäre  Schaar 
quadrafiscJxr  Formen  eine  ehmentare  ist,  wenn  ihre  Determinante  einen 
ein::i(jen  FT  ttesitzt.     (Vergl.  die  eben  citirte  Stelle.) 

Aus  den  Theoremen  XII  und  XUI  folgert  man  den  Satz  (51): 

Damit  sich  zwei  quadratische  Formen  A  und  B  von  je  n  Varidbclen 
durch  dieselbe  lineare  Substitution  auf  die  Gestalt 

A  =  a,Xf  +  a,X|  +  ...  +  a„X2, 
B  =  b,Xl  +  hXl  i-  . . .  +  bnXl 

bringen  lassen,  leo  aa\ha  (a  =  l,2...n)  nicht  gleichzeitig  Nidl  sind, 
ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  die  Determinante  |  yl^  ^  +  Ao  .B  |  =[=  0 
ist  und  nur  lineare  ElementarthcUer  besitzt* 

Wir  definiren  jetzt  den  Begriff  „Charakteristik  einer  ordi- 
nären Schaar  von  quadratischen  Formen"  so,  wie  für  ordinäre 
Schaaren  bilinearer  Formen  in  49,  und  Massificiren  die  Schaaren  (Paare) 
quadratischer  Formen,  die  von  einer  gegebenen  Anzahl  Variabelen  ab- 
hängen, bei  unbeschränkter  Transformation  der  Variabelen  genau  so, 
wie  es  a.  a.  0.  geschah.  Zu  jeder  Klasse  von  Formenschaaren  gehört 
eine  gewisse  Isorinalform ,  auf  welche  alle  Formenschaaren  derselben 
gebracht  werden  können.  Für  die  Fälle  m  =  1,  2,  3,  4  ist  die  Zahl  der 
Klassen  aus  50  bekannt,  man  erhält  die  zu  den  einzelnen  Klassen 
gehörigen  Normalformen,  indem  man  daselbst  Xa^  =  ijan  setzt.  Man  hat 
daher  folgendes  Schema: 

Elassen    der    ordinären   Paare    quadratischer   Formen 

von  n  Variabelen  bei  unbeschränkter  Transformation 

der  Variabelen  im  Falle 

a)  n  =  \. 


1. 

[1]: 

"-1  '*'10> 

b) 

n  =  2. 

1. 

[11]: 

^1^10+  ^2^20? 

bA+h4o' 

2. 

[(11)]: 

^(^lo+^lo)- 

3. 

[2]: 

2b,x,^x,,  +  gxl. 

*  Weierstrass,  BM  1868,  S.  335  —  336  (Ges.  W.  Bd.  II,  S.  41—42). 
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c)  n  =  3. 


1.       |lil]: 


"l-^lo+  "«•^L+  ^'3^ 


8 
SO) 


2.  [l(lljj:  Normalform,  wie  c)   1,  aber  «j  =  «»,  61  = 

3.  [(111)]:  „  „      ej    1,  über  0^  =  a,  =  03, 

^1  ^  ^'2  ™  ^3- 


2«i^io-^n  +  "s^Bo""  '*^" 


2 

10' 


[(21)]:  Normalform,  wie  vorstehend,  aber  0^  =  00,  h^=^ h. 


[3]: 


U.  s.  w.* 

67.  Sind  zwei  ordinäre  symmetrische  Formenschaaren  X^^Ä  -\-  X^  B, 
>liA  +  AoB  äquivalent,  so  stimmen  die  ET  ihrer  Determinanten  über- 
ein (Theorem  VIll),  und  sie  sind  daher  stets  auch  congruent  in  dem 
Sinne,  dass  die  eine  in  die  andere  durch  congruente  von  X^  |  Jl,  un- 
abhängige Substitutionen  übergeführt  werden  kann  (65).  Dieses  wichtige 
Ergebniss  der  Untersuchungen  von  Weierstrass  gilt  aber  auch,  wie 
Kronecker**  gezeigt  hat,  für  singulare  symmetrische  Formenschaaren, 
d.  h.,  sind  zwei  solche  Schaaren  äquivalent,  also  die  Bedingungen  des 
Theorems  X  erfüllt,  dann  sind  sie  auch  im  angegebenen  Sinne  con- 
gruent. Dass  die  für  die  Aequivalenz  im  weiteren  Sinne  nothwendigen 
Bedingungen  auch  für  diese  engere  Art  der  Aequivalenz  zweier  ordinären 
oder  singulären  Schaaren  von  symmetrischen  bilinearen  Formen  noth- 
wetidig  sind,  ist  ja  selbstverständlich,  „dass  sie  aber  auch  hinrvicltcud 
sind,  ist  von  vornherein  nicht  zu  erwarten  und  ist",  wie  Frobenius 
mit  Recht  bemerkt,***  „eines  der  interessantesten  Ergebnisse  jener  Unter- 
suchungen von  Weierstrass  und  Kronecker".  Den  inneren  Grund 
dieser  Erscheinung  hat  Frobenius  aufgedeckt  in  seiner  für  die  con- 
gruenten  Transformationen  fundamentalen  Arbeit:  Ueber  die  cogredienten 
Transformationen  der  bilinearen  Formen.t  Indem  wir  nachstehend 
seine  ebenso  einfachen,  als  eleganten  Ausführungen  wiedergeben,  er- 
langen   wir    zugleich    das    Mittel,    die    langwierigen    und    ermüdenden 


•  Killing,  Der  Flächenbüschel  II.  0.,  Inaug.-Di.ss.,  Berlin  1872.  Die  Normal- 
formen für  den  Fall  n  =  4  findet  man  auch  bei  Gundelfinger,  Hesse's 
Raumgeometrie,  3.  Aufl.  (76)  Suppl.  IV. 

••SB  1890,  S.  1375  flg.;  1891,  S.  9  flg.  und  S.  33  flg. 

SB  1896,  S.  8. 
t  S  B  1896,  S.  7  flg. 
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Kronecker'sclien  Entwickelungen*  vollständig  zu  umgelion;  wir  be- 
dienen uns  iliibei  ili-r  in  i?  2  gebrachten  symbolischen  Rechnung  mit 
Formen. 

Die  symmetrische  bilineare  Form  von  2)i  Variabelen  A  gehe  durch 
die  Substitutionen  P,  Q  in  die  symmetrische  Form  B  über;  es  sei 
also  symbolisch  (11) 

(7)  B  =  FAQ. 

Bildet  man  hier  rechts  und  links  die  conjugirteu  Formen,  so  kommt  (11, 5) 

da  B'  =  B,  Ä'  =  A  vorausgesetzt  wurde.     Es  ist  also 

PAQ=Q'AP', 

woraus 

{Q'-'P)A  =  A{P'Q-^) 

folgt  (12). 

Setzen  wir  nun 

Q'-ip=U,    P'Q-'=U', 

so  haben  wir  die  Gleichungen 

UA  =  AU', 

U-A  =  {UA)  f7'=  {A  U')  U'=A  U'\ 
allgemein  also,  wenn  Z:  eine  ganze,  positive  Zahl, 

U>^A  =  AU'^; 
daraus  folgt,  dass  für  eine  beliebige  ganze  Funktion  lijj)  von  ?7(11,  4) 

(8)  ^(jT)A  =  AyXU') 

ist.     Wir  wollen  die  Form  %{U)  so  gewählt  denken,  dass 


1{U)\^\=() 


ist.    Dann  folgt  aus  (8) 

A  =  x(,lT)-Kix{Tr), 
so  dass  wegen  (7) 

B  ^  Px{TT)-'AyXU)Q 
oder,  wenn  wir 

Px{U)-^=^S,     xmQ^B 
setzen, 

B  =  SAB 

wird.     Damit    nun    S   und   72   congruente  Substitutionen   seien,  haben 
sie  die  Bedingung  S  =  R'  zn  erfüllen  (13),  d.h.  es  muss 


*  Nicht   nur   die   a.  zuletzt   c.  0.,    sondern   auch   diejenigen   in   B  M   1874, 
S.  307-447  (G.  W.  Bd.  I,  S.  424  —  453;.     Vergl.  §  10. 
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x{U)-V~u 

sein  (19).  Denken  uir  unij^ekehrt  unter  den  Quadratwurzeln  aus  V* 
eine  bestimmte  aus^ewälilt  und  bezeichnen  diese  ganze  Funktion  von  U 
vorübergehend  mit  I'.  Unter  den  Wurzeln  von  V  ist  dann  sicher 
eine,  die  gleich  ]''  ist  (19),  so  dass  wir,  wenn  wir  unter  yU'  gerade 
diese  ganze  Funktion  von  U'  verstehen, 

oder  1 

r=(P'^-0^ 

setzen  dürfen.     Dann  wird  aber  für  Jv  =  V  Q  oder 

P  =  (P'g-0»<?, 

(9)  R'All  =  Q'VÄV'Q. 

Nun    ixilt   aber   die  Gleichung  (8)    für    jede   ganze   Funktion  von 
U,  insbesondere  also  auch  für  T',  d.  li.  es  ist 

dadurch  geht  (9)  in 

R'ÄR^  Q'AV'-Q=  Q'ÄÜ'Q 
über,  da  V'  =  U'  ist.     Daher  wird 

R'AR  =  Q'ÄP'Q-'Q  =  Q'ÄP'  =  B, 
B^R'AR; 

nun  ist  aber  \  R\  =  ^  V  \-\Q\=  ±\U' \i -IQ]  nach  Gleich.  (35)  in  20 
oder  es  ist  i         j ^ 

d.  h. 

16)  Kann  man  eine  symmetrisclic  Form  A  in  eine  ebensolche  Form  B 
durch  irgend  zicei  Suhstitntioncn  P,  Q,  deren  Moduln  nicht  Null  sind, 
transformiren,  dann  hann  man  stets  auch  congruente  Substitutionen  PJ,  R 
mit  nicM  verschivindenden  Determinanten  angeben,  welche  A  in  B  über- 
führen. 

Das  Interessante  dabei  ist,  dass  R  von  den  Substitutionen  P  und 
Q  allein  abhängt,  nicht  aber  von  ui  oder  B.  Sind  daher  A^,  A^,  A^, .  . . 
mehrere  symmetrische  Formen  derart,  dass 


*  Es  ist  I  ü'|  =  j  g'-i|  •  \P\=T^  =  -rrT\     "^'^^^'"  ^"^^  "°<^^^  unendlich. 

I  «  I        I  V  I 


12S  §8,67-68. 

FA,Q,     FJ,Q,     PA,Q,... 
ebenfalls  symmetrische  Formen  sind,  so  ist 

P^i  Q  =  B'A^  li,     PJo  Q  =  ü'Jo  li,    PA^  Q  =  R'A^B, . . . 
und  somit  für  beliebige  A,,  X^,  ^3,  •  •  • 

P{X,  A,  +  LA,  +  X,A,  -\----)Q==  li'i^^A,  4-  A^^l^,  +  hA  +  '  •  O^- 

Insbesondere  hat  man  für  Formenschaaren  den  Satz: 

17)  Sind  zivci  Schaarcn  von  si/inmctrisclirn  hilincarn  Formen  äqui- 
talent.  so  si)uJ  s/V  stets  auch  —  im  oben  angcgchcmn  Sinne  —  congruent. 

Damit  ist  das  Weierstrass'sche  Resultat  auf  einem  zweiten  Wege 
und  das  Kronecker 'sehe  neu  hinzu  gewonnen. 

Um  die  congruenten  Transformationen  zu  finden,  welche  eine 
ordinäre  Schaar  Aj  A  -\-  X^F  von  symmetrischen  bilinearen  Formen  in 
eine  äquivalente  ebensolche  Schaar  A^A  +  AgB  überführen,  mussten  bei 
Weierstrass  von  vornherein  die  ET,  also  Irrationalitäten,  eingeführt 
werden  (§  6  u.  65).  Bei  der  eben  geschilderten  Methode  von 
Frobenius  liegt  die  Sache  anders.  Man  kann  nämlich  zunächst  auf 
rationalem  Wege  aus  den  Koefficienten  der  Grundformen  der  äqui- 
valenten Schaaren  X^A  -\-  X^B  und  X^fK  -\-  X^E  Substitutionen  P,  Q  be- 
rechnen, welche  A  in  A,  i^  in  B  überführen  (39);  aus  diesen  Sub- 
stitutionen werden  dann,  wie  vorstehend  beschrieben,  congruente  Sub- 
stitutionen P',  Fl  berechnet.  Bei  der  Bestimmung  von  P  muss  eine 
algebraische  Gleichung  gelöst  werden  (18,  19),  es  sind  also  auch  hier 
naturgemäss  Irrationalitäten  unvermeidlich,  aber  der  besondere  Vor- 
theil  der  hier  entwickelten  Methode  besteht  darin,  dass  diese  un- 
umgänglichen irrationalen  Operationen  erst  am  Schlüsse  der  ganzen 
Rechnung  auszuführen  sind.* 

Aus  Theorem  VIII  in  Verbindung  mit  dem  Satze  17)  folgert  man 
direkt  —  ohne  eine  reducirte  Schaar  zu  Hilfe  zu  nehmen  —  das 
Theorem  XII.    (Vergl.  den  Beweisgang  in  65.) 

Nunmehr  soll  der  Satz  17  für  die  singulären  Schaaren  qua- 
dratischer P^ormen  in  Anwendung  kommen. 

68.  Wir  denken  uns  nun  bei  der  Reduktion  einer  singulären 
Schaar  in  §  8  eine  synunetrische  Schaar  ^i^p  +  X^xlf  zu  Grunde  gelegt. 
Der  Rang  ihrer  Determinante  sei  wieder  r.  Die  n  —  t  Minimalgrad- 
zahlen nti  stimmen  mit  den  n  —  t  Minimalgradzahlen  m,  überein  (63). 
Jeder  elementaren  Schaar  (21)  in  der  reducirten  Schaar  ist  daher  eine 
elementare  Schaar  (23)  zugeordnet,  wenn  wir  w^  =  m^,  also  e^  =  e^ 
nehmen.     Betrachten  wir  zwei  derart  zusammengehörige  Theilschaaren 


*  Frobenius,  1.  c.  S.  'J. 
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zweiter  Art,  so  haben  dieselben,  wenn  wir  den  Index  x  als  momentan 
überflüssig  weglassen,  und  w«  für  c2  —  1       c"  —  1  sehreiben,  die  Gestidt 

Ai(x?r»_x+x?n-s-f---4-x°™y§)+A,(A'sn_,  +  x?n_,+ +xy„_.r§), 

Ai(X|>y»  4- X?  !-;;._, 4----+X?,._,lT)  +  Ao(XgY«_,  +  X?n_,  +  ---4-X^^^^ 

Wir  betr;iclitfn  nun  die  Summe  dieser  beiden  Schaaren;  sie  ist  von 
27)1  -\-  l  \'iiriabeleu  X  und  ebensoviel  Variabtden  Y  aldiiingig;  ihr 
Koefficientensystem  ist  vom  Kange  2tn  (22,  Satz  d,  59)  und  besitzt 
keine  ET  (^Theorem  VII,  59).  Diese  Summe  bleibt  ferner  ungmndert, 
wenn  man  die  im  Folgenden  unter  einander  stehenden  Variabelen 

Ao  vo        vo  yo 

0}  •   •   •    -^^mj        ■'*'0>   •   •   •    -'*•»"> 

yo  yo        T'o  yo 

-t  0  >  •  •  •   -*•"!>       -*•  0  >  •  •  •   -^  "< 

vertauscht.  Analoges  gilt  für  je  zwei  andere  zusammengehörige 
Theilschaaren  zweiter  Art.  Die  Theilschaaren  (25)  erster  Art  aber 
bleiben  bez.  ungeündert,  wenn  man  Xo^  und  Yn^  vertauscht.  Es  wird 
also  die  rcdncitic  Schaar  symmetrisch,  wobei  X°^  und  Y^^,  X°^  und 
Yxfi,  ^ofi  und  Yofi  bez.  als  zusammengehörige  Vuriabele  zu  betrachten 
sind.  Nach  unserem  Satze  17)  lann  man  also  die  singulare  symmetrische 
Schaar  in  ihre  rcducirte  Schaar  durch  congruente  von  A,  \  X„  unabhängige 
Suhstitntioneyi  überführen,  deren  Moduln  nicht  Null  sind. 

Da  hier  femer  m  =w,-,  also  n1  =  n^  ist  (S.  110),  so  ergiebt  sich 
wegen  m„  =  26«  die  Gleichung  (30)  als 

I ■  =  ?  n  =  p 

2^n^+2^ea-=2H 

oder 

(10)  »i?  +  »?2  -f  •  •  •  +  w?  +  q  +  To  +  •  •  •  +  e,,  =  n, 

wo  t  =  n  —  T. 

69.  Es  sei  jetzt  eine  singulare  Schaar  quadratischer  Formen 
liÄ  -\-  X^B  von  n  Variabelen  2\,  x»,  .  .  .  Xn  gegeben,  t  der  Rang  ihrer 
Determinante,  n  —  z  =  t]  m^,  /»<_,,  .  .  .  m^  seien  die  Minimalgradzahlen 
dieser  Schaar  und 

{aaX,  +  h„  ?.,)""     ((7  =  1,  2,.../)) 

die  ET  ihres  Koefficientensystems.  Alsdann  besitzt,  wenn,  wie  in  63, 
Pa  die  Polarform  von  A  u.  s.  w.,  die  singulare  symynetrische  Schaar 
A,  P.,  +  A,  P/,  von  bilinearen  Formen  die  Minimalgradzahlen 

»Wj,  m^,  .  .  .  mt,     Wj,  wf,, .  .  .  mt 

und  ihr  Koefficientensystem  die  eben  aufgeführten  ET(S.  119  — 120);  die 
Krouecker'sche  reducirte  Schaar  i.^t  dann  ebenfalls  symmetrisch,  und 
man  kann  AjPa  -f  AoP/,   in  dieselbe  durch  congruente  Transformationen 

Muth,  Elcmentartheiler.  Q 
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H',  Ix  für  die  a:,  bez.  j/i  überführen,  die  so  bescbaflen  sind,  dass  die 
X^ftf  ^Kfi,  ^tu  bez.  dieselben  Funktionen  der  a;,,  wie  die  Y%,  Y^^, 
Yo/«  der  V'  werden  (68).  Lassen  wir  jetzt  y,  mit  Xi  {i  =  1,  2,  .  ,  .  n) 
zusammenfallen,  so  stimmt  jedes  Y  mit  dem  entsprechenden  X  überein, 
P„  geht  in  A,  Pb  geht  in  B  und  die  redueirte  Schaar  in  eine  Schaar 
von  quadratischen  Formen  der  Variabelen  X  über,  die  wir  mit 
AjA  +  AoB  bezeichnen  wollen.  Die  gegebene  Schaar  X^A -\- KB  von 
»juadratischen  Formen  kann  also  durch  eine  lineare,  von  A^jAg  unabhängige 
Substitution  jR'  in  diese  Schaar  AjA  +  AoB  transformirt  werden,  deren 
Gestalt  wir  uns  jetzt  näher  betrachten  wollen. 

Lassen  wir  in  der  angegebenen  Weise  die  Y  mit  den  X  zusammen- 
fallen, so  erhält  man  aus  einer  Theilschaar  (20)  in  59  eine  Schaar 
erster  Art 


(11) 


r.  =  A,  (2^a.  (X„X,>.^  -  h  ^(X.X.).^_,) 
+  ;,  i^^ha  (X.X.).„  -f  g  ^(X.X.).„_x) ; 


die  Konstanten  g  h  sind  willkürlich,  aber  so  gewählt,  dass  der  grösste 
gemeinschaftliche    Theiler    aller     Subdeterminanten    t'^'^    Grades     von 
I  Aj  J.  +  A,  I)    nicht  Null  wird  für  Aj  =  g,  A^  =  h,  die  Verhältnissgrössen 
Qa  \  ha  so  bestimmt,  dass        ^  a  -\-'b  /i  =  1 
ist. 

Die  Theilschaaren   zweiter  Art  ziehen  sich  paarweise  zu  Schaaren 
zweiter  Art 

-tx  =  ^l(Xxi  Xi,  m^—\  +■  •  '^Xx,  mjjXxo"|-  ^xo^y.,m.^  +"  '  •+Xx,  m^^— iXyi) 

oder 

(12)2:?=A,^2X2^X°v+A,^2X°,^_iX^(^=l,2,...m,;i^  +  v  =  m,) 

zusammen  (vergl.  68);  w^  ist  grösser  als  Null. 

Fassen  wir  die  seitherigen  Ergebnisse  kurz  zusammen: 

Sind  Wj,  »?2,  ...  nit  die  zu  einer  singulären  Schaar  X^A  -\-  k^B  von 

quadratischen  Formen  von  n  Variabelen  gehörigen  Minimalgradzahlen, 

sind  femer  (a,A,  +  6.A,)'^     (er  =  1,  2, .  .  .  2>) 

die  sämmtlichen  Elementartheiler  ihres  Koefficientensystems,    so   kann 
man  dieselbe  in  eine  äquivalente  Schaar 

(13)  ^=5n!  +  ^T. 

/.  =  l  a=  1 

umformen,    wo    für    my,  =  0,    T"  =  0    zu    setzen    ist,    wo    ferner    die 
Konstanten  g  h  willkürlich,    aber    so    gewählt   sind,    dass    der  grösste 
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gemeinsame  Theiler  all«r  Determinanten  (n  —  t  '=-  r)**"  Grades  des 
Koefticienteusystems  von  XiA  -\-  X^Ii  für 

^i  ^  9>     h  ---  '* 
nicht  Null   wird,  und  die  Verhältnissgrössen  a„\bo  der  Gleichung 

(laff  +  60 A  =  1     (ö  -- 1,  2,  .  .  .  p) 
entsprechend  gewühlt  sind  * 

Da  die  Schaar  Aj  P„  -f  ^2  -f*  ^'^  Minimalgradzahlen 

m,,  .  .  .  »M<,    W,,  .  .  .  7W/, 

wo  Wx  =  m^,  besitzt  und  ihr  Koefficientensystem  dieselben  ET,  wie 
das  der  Schaar  ^^Ä  -{-  k^Ji  (03),  so  besteht  nach  Gleichung  (10)  in 
68,  wenn  wir 

(14)  yC  =  2m.  +  1     (x  =  1,  2, ...  0 
setzen,  die  Gleichung 

(15)  w?  +  «2  +  •  • .  +  w?  +  ei  +  eo  +  •  •  •  4-  Cp  =  w.** 

Wir  bezeichnen  die  durch  (14)  definirten  ungeraden  Zahlen  als  die 
Kronecker'schen  Invarianten  der  singulären  Schaar  von  quadratischen 
Formen  XiÄ  -\-  X^B  (des  Formenpaares   A,  B)-^   den   Klammerausdruck 

[{<  „o^...n?}  (e„...)...(e„,...)] 
(vergl.  62)  nennen  wir  die  Charakteristik  der  singulären  Schaar  qua- 
dratischer Formen  X^A-\-X^B  (des  singulären  Formenpaares  A,  B). 
Eine  singulare  Schaar  quadratischer  Formen  ist  dann  und  nur  dann 
irredücihcl,  nenn  sie  eine  einzige  Kronccher'sche  Invariante,  ihr  Koeffi- 
cientensystem aber  Jieinen  ET  besitzt. 

Das  Auftreten  von  a  Kronecker'schen  Invarianten  w  =  1  besagt, 
dass  die  Schaar  jR  nur  von  n  —  u  Variabelen  X  abhängt;  eine  Schaar 
TS  in  i?  hängt  von  w"  Variabelen  X  ab  (68),  eine  Schaar  T„  von  Co', 
hieraus  erschliesst  man  direckt  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (15). 

Tritt  bei  geradem  n  nur  riw  Zahl  nl  auf,  so  kann  diese  höchstens 
gleich  n  —  l  sein,  und  es  tritt  dann  noch  ein  ET  auf;  man  hat 

„o=n-l=2wi  +  l, 
rj-2 

Tritt  bei  ungeradem  n  nur  1  inv  Zahl  »^,  auf,  so  ist  diese  höchstens 
gleich  n,  in  welchem  Falle  kein  ET  auftritt;  man  hat  dann 

,j5  =  n  =  2w»,  +  1, 

n-l 
m,  =  — 


*  Kronecker,  SB  1891,  S.  34— 35. 
**  Kronecker,  1.  c.  S.  41. 
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Eine  Thoilschaar  T^  zweiter  Art  der  zerlegbaren  Scliaar  R  ist 
von  2mx  +  1  Variabelen  X  abhängig,  ihr  Rang  ist  2w?x,  also  sind  die 
Ableitungen  derselben  nach  den  X  durch  eine  Gleichung  verknüpft, 
die  in  Xy  X^  vom  Grade  m^  ist;  ET  besitzt  das  KoefHcientensystem  von 
jHf'  leine.  Dieses  entnimmt  man  unmittelbar  aus  59,  wenn  man  vorher 
zur  Polarform  von  J?  übergeht.  Die  Schaar  T^  ist  mithin  eine 
elementare  Schaar;  das  Gleiche  gilt  von  jeder  Theilschaar  To  in  R 
(48,  Schluss).  Also  ist  R  eine  reducirtc  Schaar  von  quadratischen 
Formen. 

70.  Stimmen  für  zwei  singulare  Schaaren  von  quadratischen  Formen, 
die  von  je  n  Variabelen  abhängen,  die  Minimalgradzahlen  w?j,  m^,  .  .  .  mt 
und  die  ET  («„Ai  -f  boX^'"  {a  =  \,2,  .  .  .p)  ihrer  Koefticientensysteme 
überein,  so  sind  dieselben  zu  einer  und  derselben  reducirten  Schaar  R 
äquivalent  (69),  mithin  auch  unter  sich.     Also: 

XIV.  Zwei  von  gleichvielen  Variabelen  abhängige  singulare 
Schaaren  von  quadratischen  Formen  sind  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  die  Minimalgradzahlen  der- 
selben und  die  Elementartheiler  ihrer  Koefficienten- 
systeme  übereinstimmen.* 
Wählt  man  bei  der  Bildung  einer  singulären,  von  n  Variabelen- 
paareu  abhängigen  Schaar,   welche  vorgeschriebene  Invarianten 

besitzt  (S.  111 — 112),  die  Zahlen  nl  und  w°  so,  dass 

«"  =  TP 
also  ''"     "-'■' 

(16)  w?4-  w§+  . ■  •  +  w? 4-  Ci  +  62  +  •  •  •  +  Cp  =  w 

wird,   so    erhält   man  eine  symmetrische  Schaar  R  (68);   durch  Ueber- 

gang  von  R  zu  einer  Schaar  quadratischer  Formen  (indem  man 

u.  s.  w.  werden  lässt)  erhält  man  alsdann  eine  Schaar,  welche  von 
n  Variabelen  abhängt,  singulär  ist  und  die  Minimalgradzahlen  w?^,  ...mt 
besitzt,  deren  Koefficientensystem  ferner 

(aoXy  -f  hoX.^yo     ((?  =  1 ,  2,  .  .  .  2)) 
zu  ETn  hat.     Also: 

Man  denke  sich  die  Gleichung  (16)  in  positiven,  ungeraden 
Zahlen  w2  und  in  positiven  Zahlen  Ca  gelöst;  dabei  müssen  die  Zahlen  n% 
wirklich  auftreten,  während  die  Zahlen  Ca  in  einer  Lösung  fehlen 
dürfen.     Ist  dann  durch  die  Zahlen 


*  Kronecker,  SB1891,  S.38flg.  Die  Transfonnationen ,  welche  eine  singulare 
Schaar  in  eine  äquivalente  überführen,  bestimmt  man  nach  39  und  67. 
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n^,  Wg,  .  .  .  n,,     e^,  e^,  •  .  .  Cp 
eine   solche  Lösung   der   Gleichung  (16)   gegeben,   und  man  bestimmt 
zu  diesen  Zahlen  n"  durch  die  Gleichungen 

n2=2m,+  l     (x  =  l,2,    ..0 
neue  Zaliltm  w/j,  m^,  .  .  .  m,,   wühlt   dann  in  (13)  S.  130  für  die  wjx,  Ca 
diese  Zahlen 

setzt  für  wix  =  0  dabei  1^=0,  wählt  ferner  die  Konstanten  y  Ji,  aa\ha 
beliebig,  aber  so,  dass 

gaa+hba^O     ((?  =  l,2,...i)) 
ist,  so  besitzt  diese  Schaar  (13)  quadratischer  Formen  von  n  Variabelen 
die  Minimalgradzahlen  ,,,^^  ,^,,^^        ,^,^ 

und  ihr  Koefficientensystem  die  ET 

{aoli  +  baX.yo     (<y  =  l,2,...i>). 
Mit  anderen  Worten: 

XV.  Man  kann  bei  gegebenem  n  singulare  von  n  Variabelen 
abhängige     Schaaren    quadratischer     Formen     bilden, 
welche  vorgeschriebene  Minimalgradzahlen  haben  und 
deren      Koefficientensysteme     vorgeschriebene     Ele- 
mentartheiler  besitzen. 
Auf    Grund     dieses     Theorems     Massificirt    man     die     singulären 
Schaaren  (Paare)  quadratischer  Formen,  die  von  gleichvielen  Variabelen 
abhängen,    in  der  wiederholt   beschriebenen  Weise   (49,  62).     Was  die 
Aufstellung    der    zu    den    einzelnen    Klassen    gehörigen   Normalformen 
anbelangt,  so  gelten  hier  analoge  Bemerkungen,  wie  S.  114—115.    Für 
w  =  l,   2,  3,    4    können    wir    die    Normalformen    direkt    aus    62    ent- 
nehmen,  indem   wir    die  Entstehung    der    reducirten   Schaar  R   dieses 
Paragraphen  aus  der  gleichbenannten  in   §  8  im  Auge  behalten.     Wir 
finden  so  folgende 

Klassen    der    singulären  Paare    quadratischer   Formen 

von   n  Variabelen   bei   unbeschränkter  Transformation 

der  Variabelen  im  Falle 

a)  n  =  1. 


1. 


0, 

0. 


b)  n  =  2. 


1       flilill^^®    Normalformen    sind    identisch    mit    denjenigen    für 
.       I  die  Formenpaare,   die   von  je   einer  Variabelen  abhängen 
^-         '''M(66,a),  1,  70,a),  1). 
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§  Ö,   70-71. 


1. 


i^l: 


2.  nijii] 

3.  [{i}(ii)] 

4.  f{i}2l 

5.  [{Uli] 

6.  {iii| 

1.  [{3li]: 


-•'  10-*  10- 

Die  Xormalformon  siiul  identisch  mit  denjenigen  für 
die  Klassen  von  Formenpaaren,  die  von  je  ::iiri  Variabelen 
abhängen,  und  zwar  stimmen  die  Normalformeu  für  die 
linksstehenden  Klassen  2  —  6  der  Reihe  nach  bez.  mit 
denjenigen  für  die  Klassen  mit  den  Charakteristiken  [11], 
LiH|),  [2],  [{l}lJ,  l>ll  überein. 


^•'11' 10     I     "l-^lO' 


11  =  4. 


9r0  70    4_  ft  3-2 

2.  (31),    3.  [{1)111],    4.  [{i}(ii)i],   5.  [{i}(iii)],   6.  [{i}2i],   7.  l{i}(2i)], 
8.  [{i}3],   9.[{ii}ii],   10.  [{11} (11)],   ll.[{ii}2],  12.  [{111)1],  13.(1111). 

Die  Normalformen  dieser  letzten  12  Klassen  sind  identisch  mit  den- 
jenigen für  die  Klassen  von  Formenpaaren,  die  von  je  drei  Variabelen 
abhängen,  und  zwar  stimmen  dieselben  der  Reihe  nach  mit  denen  für 
die  Klassen  mit  den  Charakteristiken  {3),  [lll],  u  s.w.  überein. 

Nachdem  wir  unter  I  die  Hauptfragen  über  die  Hcdnldion,  Aequi- 
valenz  und  Klassifdcation  der  Schaaren  quadratischer  Formen  dadurch 
beantwortet  haben,  dass  wir  von  Schaaren  bilinearer  Formen  all- 
gemeiner Art  zu  solchen  mit  symmetrischen  (irnndformen  und  dann  zu 
Schaaren  quadratischer  Formen  übergingen,  wollen  wir  uns  nachstehend 
mit  Formenschaaren  beschäftigen,  welche  entweder  eine  symmetrische 
und  eine  aJternircnde  oder  zivei  altern ircnde  Grundformen  besitzen. 

II. 

71.  Der  Satz  16  in  67  gilt  nicht  blos  für  symmetrische,  sondern 
auch  für  alternirende  Formen.  Denn  sind  daselbst  A  und  JB  alter- 
nirende  Formen,  so  folgt  aus  der  symbolischen  Gleichung  (7) 

B  =  PAQ 
oder  -B=Q'(-A)P' 

B=  Q'AP', 
wie  in    67;    daher  bleiben   auch  die   weiteren  Entwickelungen  daselbst 
für  alternirende  Formen  giltig.  —  Sind  also  A^,  J,?  ^3?  •  •  •  mehrere 

*  Killing,  a.  S.  190  u.O.;  Clebsch-Lindemann,  Vorl.  u.  Geom.  Leipzig  (91) 
Bd.  U  S.  236.  Der  strenge  Nachweis  für  die  Vollständigkeit  der  daselbst  auf- 
gestellten Paare  wird  erst  durch  die  citirten  Arbeiten  Kronecker 's  in  SB  1890 
und  1891  erbracht. 
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theils  symmetrisch».',  tht'ils  altfruirfmie  Fürnu-u,  und  Jüchen  diese 
Formen  durch  dieselben  Substitutionen  P,  Q  in  Formen  PA^Q,  J^A^Q, 
PA^Q,...  über,  die  ebenfalls  symmetrisch  bez.  jilternirend  sind,  so  kann 
man  Substitutionen  7i',  7i  berechnen  derart,  dass  bei  beliebigen  Werthen 
von  Aj,  A,,  A3,  .  .  .  symbolisch 

F{X,A,  +  A,.l,  4-  A3  J,  +  •••)<?  =  ^(^.A  +  A.yl.  +  A3  J3  -f  •  •  •)  ^ 
ist.     Insbesondere  hat  man  den  Satz  über  Formenschaaren: 

IS)  Sind  zuei  äquivaUiitc  Furmcnschaarcn  X^A^  -\-  X^A^,  Aj  B^  +  A,  2?^ 
beide  symmetrisch  oder  beide  altcrnircnd*,  oder  sitid  ihnen  A^  und  B^ 
sj/mmeirische,  A^  und  L'g  altcrnirende  Formen**^  so  sind  die  Schaarcn 
stets  auch  —  iw?  S.  1Ü5  angegebenen  Sinne  —  congruent. 

Diesen  wichtigen  Satz  brauchen  wir  zur  Ableitung  eines  Fundamental- 
satzes über    congruente  Formen    in  §  10,    woselbst    auch    das    nun    zu 
beweisende  Theorem  XVII  über  die  ET  des  Koefficientensystems  einer 
Schaar    Aj.l  +  Aj^    bei    symmetrischem  A    und    alternirendem   B    zur 
Anwendung  gelangt.     Der  Beweis    dieses  Theorems  XVII    stützt    sich 
auf  einen  von  Stickelberger  gefundenen  Satz,  der  an  dieser  Stelle  ge- 
geben   werden    möge.      Wir    bedienen    uns    im    Folgenden    wieder    der 
symbolischen  Rechnung  mit  Formen  (§  2). 
Der  Satz  von  Stickelberger  lautet  so: 
XVI.  Sind    A    und    B    zwei     bilineare    Formen    von    je     2n 
Variabelen    x^,  .  .  .  Xn,    Ui,  ■  ■  ■  !/n,    ist    die    Determinante 
\XÄ  —  B\   nicht   identisch  Null  und  X  =  c  eine  Wurzel 
der  Gleichung    XA  —  B    =  0,  sind  ferner 

(X -€)'■',  (X-c)\... 
die  sämmtlichen  zur  Basis  X  —  c  gehörenden  Elementar- 
theiler  von  \XA—B'  nach  abnehmender  Grösse  der 
Exponenten  geordnet,  und  man  entwickelt  (A^l  —  i)i~^ 
nach  steigenden  Potenzen  von  A  —  c,  so  beginnt  die 
Entwickelung  mit  einem  Gliede  von  der  Gestalt 
(16)  H{X-c)-\ 

wo    H   eine    bilineare    Form    bedeutet;    ist    der    Rang 
von  \H\  gleich  r,  so  ist 

€1  =  60=  •••  =  Cr>  Cr  +  l.*** 

•  Frobenius,  Crelle's  Jouru.  (79)  Bd.  8G,  S.  168;  SB  1896,  S.  13-U. 
••  In  diesem  Falle  kann  man  Satz  18)  auch  aus  einem  Satze  von  Kronecker 
folgern,  den  wir  in  §  10  beweisen  werden  (vergl.  daselbst  Satz  19). 

»**  Stickelberger,  Crelle's  Journ.  (79)  Bd.  80,  S.  20flg.,  Satz  VIU.      Obiger 
Beweis  rührt  her  von  Frobenius,  Briefliche  Mittheilung  vom  21.  Juni  1S9S. 
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Beweis.  Dass  die  Entwickelung  von  (XA  —  B)—^  mit  einem  Gliede 
von  der  Gestiüt  (16)  beginnt,  ergiebt  sich  aus  der  Definition  der  ET 
und  Gleichung  (7)  in  5  *     Setzen  wir  nun 

so  ist  (symbolisch) 

C^=x\y^+x^y^+ {-  Xn-2yn, 


C—'  =  x^yn, 

Der  Rang  von  [  C"— ^ '  ist  gleich  Eins. 

Es  seien  jetzt  a,  &,  c  .  .  .  ganze  positive  Zahlen  (>  0),  sei  ferner 

a  -{-  h  +  c  +  •  •  •  =  s  -^n 
und 

Q  =  ^iVi  +  ^iVz-^ +2^0-1  2/a, 

Ci  =  Xa  +  \ya  +  i-{-  Xa^^ya-^Z-r -\-Xa-irb-\ya-\-b, 


(H) 


-E'i='^i!/i  +  a'2«/2+ +  a;aya, 

-£'5=  aJa +  6+1  2/a +  6  +  1   +  a;a  +  6  4-2y« +  6  +  2  H h  a;„  +  i  +  c  ^3  +  6  + c, 


und   zwar  werde  Ot  =  0   gesetzt,   wenn  Ek   nur  aus  einem  Gliede  Xiyi 
besteht.     Ferner  bedeute  Cq  eine  bilineare  Form  der  Variabelen 

a^i  + 1 ,   ys  +  i,  ■  ■  ■  x„,  yn, 
welche   nicht   in   E^^  E^^  E^, .  . .    auftreten;    diese    sei    ganz   beliebig, 
aber  so  gewählt,  dass  !  C'o  >  0  ist.     Endlich  sei  noch 

£'o=^5+i«/*+iH \-  Xnyn\ 

wenn  s  =  w  ist,  denken  wir  Cq=  E^^O  gesetzt.    Man  hat  die  Gleichung 

(18)  E=E,-^E,^-.-  +  E^. 
1.  Wir  betrachten  jetzt  die  specielle  Form 

(19)  B  =  C\+ €,-{-■■■  +  €, 

und  nehmen  weiter  speciell  Ä  =  E.     Die  Form  IE  —  B  ist  dann  eine 
in  die  Theile 


•  Vergl.  auch  Artikel  42. 
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Ä  v'vj        C  j  j      X  j>2  —  L  9f  .  .  .  A.  J'.Q  —  O^ 

zerlegbare.  Die  ET  von  \XI'J^— Ci\,  XJJ,-  (\  ,  XE^-  C\  ,...  sind 
bez.  A",  A'',  X\  .  .  .;  XEq—  Cq\  besitzt  keinen  zur  Basis  X  gehörigen  ET, 
da  ]  Co  14=0  ist.  Also  sind  A",  X\  X%  .  .  .  die  ET  von  \XE  —  B  in 
Bezug  auf  die  Basis  X  (Theorem  V  in  H.'J,  84  Schluss).  Nach  22  ist 
ferner 

(20)  B^^C\+Cl+---  +  Cl    B^=C\+C\+---  +  Cl,... 

Wenn  Avir  nun,  was 'gestattet  ist,  voraussetzen,  dass  a^&>c>... 
ist,  so  ist  nach  dem  zu  Anfang  des  Beweises  Ausgeführten 

cj  =  c«  =  ...  =  o, 

und  somit  wegen  (20) 

(21)  ^"^Q,     J5"+i=Q+V--- 
Ferner  hat  man  nach  (29)  in  17 

{XE,- €,)-'  =  r  +  T^  +  f  +  •••  +  ^' 


(ijp_C  "i-i  —  £^j-j:^4-i:o-4-..._L.  ii> I ro l  . . . 

(^ajLq      Lq)      _   ^   -]-  ^,  4-  ^,  -i-       +___|-_^^  +  ... 

Durch   Addition    dieser    Gleichungen    ergiebt    sich    mit   Rücksicht   auf 
(18),  (19),  (20)  und  (21) 

{XE,-C,)-^+{XE,-C,)-^Jr---  +  {XE,-C,)-- 

E   ,   B    .   B'-    .  ,    .B"-^    .      B"      ,    B"+^ 


i    "^  A«  "*";.'   "^  ^        ;.<«      "^    ;u+l   "*"     ;ta 


+  2 


+ 


Nun  ist  aber  nach  (29)  in  17 


und  somit 

(22)   {XE,-C,)-^+{XE,-C\)-^  +  ---  +  {XE,-C,)-'  =  {XE-B)-K 

Ferner  wird,  da  a^6^c^---  vorausgesetzt  wird,  nach  (16) 
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Sind  daher  die  ;•  ersten  Zahlen  <i,  Z>,  c,  .  .  .  gleich  und  grösser  als  die 
(jr  4-  i)t*^  so  wird  nach  Gleichung  (22),  wenn  jedes  Glied  links  nach 
steigenden  Potenzen  von  k  entwickelt  wird, 

H  =  (';'-'+  Q-*  +  •  •  •  +  C;-». 

Jeder  Theil  der  zerlegbaren  Form  H  hat  eine  Determinante  vom  Range  1 
(siehe  oben"*-,  daher  ist  H  vom  Kange  ;•;  ist  umgekehrt  \H  vom 
Range  r,  so  müssen  die  r  ersten  Zahlen  a,  h,  c,  .  .  .  gleich  und  grösser 
als  die  (r+1)**  sein.  Damit  ii>i  umcr  Sats  XVI  für  Ä  =  E,  das  durch 
(19)  definide  B  und  für  die  Basis  X  hetciesen. 
2.  Nun  sei  allgemeiner  in  XA  —  B 

!  J    4=0,     iJ5|  =  0; 

zur  Basis  X  sollen  die  ET 

A"    A*    ^l"^ 

von  XÄ  —  B t  gehören,  wo  a  ^  6  ^  c  ^  •  •  •;  wählen  wir  nun  oben  die 
Form  Cq  so,  dass  die  ET  von  |  Aij,—  C„'  mit  den  nicht  zur  Basis  X 
gehörigen  ETn  von  XÄ— B  übereinstimmen,  was  wir  nach  dem 
Theoreme  IX  stets  können,*  wählen  wir  ferner  oben  für  a,  h,  c,  .  .  . 
diese  Zahlen  a,  h^  c,  .  .  .,   so   besitzt  die   Determinante  \XE  —  B\j  wo 

^  =  c\  +  a  +  •  •  •  +  Co, 

diesdhcn  ET,  wie  XA  —  B\  (Theorem  V);  es  giebt  daher  nach 
Theorem  VIII  lineare  Substitutionen  P,  Q^  deren  Koefficienten  von  X 
unabhängig  sind,  derart,  dass 

XE-  B  =  P{XÄ-B)Q 
ist;  hieraus  folgt  nach  Gleich.  (20)  in  12 

(XE-B)-'  =  Q-'^iXÄ-Br^B-' 
oder,  wenn 

U£-S)-'-^+---,     ().Ä-B)-' --?;  +  ■■■, 


|+...-r,-.(^+...)p-.; 


hieraus  folgt  aber,  da  Q~^,  P"^  von  X  unabhängige  Formen  sind, 

H=  Q-'HB-K 
Da    Q~^  I  und    P~^  |  von  Null  verschiedene  Determinanten  sind,  so  ist 
l^j  vom  selben  Range,  wie  \H\  (vergl.  Art.  24).     Ist  daher  \U    vom 


•  Denn  setzt  man  im  Theoreme  Aj  =  A ,  i ^  =  —  1 ,  aa  =  1 ,  bo  =  Ca ,  g  =  l ,  h  =  0, 
80  besagt  dasselbe,  dass  \l^—B\  die  E T  (i  —  Cr)'»  (a  =  1 ,  2,  .  .  .  m)  besitzt;  die 
Form  A  ist  aber  von  der  Gestalt  a:,  i/j  +x,yj  +  ■  •  •  +^'»2/«,  ^'^^  sich  durch  passende 
ümbezeichnung  der  X^   ,  Y^^  ergiebt  (77;. 
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Range  r,  so  ist  auch  ]  H\  vom  Range  r,    XE—  B    hat  den  ETA«  genau 
rmal  nach  dem  oben  unter  1.  Gezeigten,  und  somit  hat  auch  \XA—B 
diesen  ET  A"  genau  ;--mal.    Damit  ist  Theorem  XVI auch  für   J.   =f=  ^; 
I  Jö  I  =  0  und  die  Basis  k  hcwiescti. 

3.  Nun   sei   endlich   \XA  —  B\  =|=  0,   und  zur  Basis  (A  — c)  mögen 
die  ET  (A  — c)'>,  (A  —  c)'»,  .  .  .  gehören,  wo 

Ci  ^  Cj  ^  •  •  •  >  ßr  >  •  •  • 
sei.     Ferner  sei 

(23)  {XA - 2?)-i  =  H{X  -  r)-'-«  ^- J{X  -  c)-'^  +  ^  +  ■■■ 

und    11  \  vom  Hange  r.     Ist  dann  X  •=  g  keine  Wurzel  der  Gleichung 

Ayl-2?;=0, 


und  wir  setzen  (37) 

(24)  X  =  c  + 


X-c 


oder 

so  wird 

A.4  -  2?  =  ^-^  [A'(ör^  -  2?)  -  (c^  -  5)], 

oder  für  _  _ 

gA-B  =  A,  cA-B  =  B, 

XA-B^  ~_-^{X'Ä-B). 

"Wir   führen   nun    in   (23)    die  Substitution  (24)    für  X  aus.     Dann  er- 
halten wir,  da  in  Folge  der  letzten  Gleichung 

(A^-^)-^  =  {X'Ä-B)-'y^)~=  {X'Ä-B){X'-  1) 

(A'-l)(A'Z-7i)-^=-^.A'-.(l-A')^^+...; 

entwickelt   man   daher  {X'A  —  B)~'^  nach   steigenden   Potenzen   von  A', 
so  hat  diese  Entwickelung  die  Gestalt 

(A'yT-5)-i=-  — ^A'-'.+••• 
Die  Determinante  \X'A  —  B    besitzt  die  zur  Basis  A'  gehörigen  ET 
A''',     A'%     X'^'... 

(37),  wobei  ^i^  ^»^  ^s^"  •  *>  ' -^  :  ^^^  nicht  Null,   aber    B  ,  der  Rang 
von  \H\  ist  gleich  r;   daher  ist  nach   dem   oben   unter   2)  Bewiesenen 

Damit  ist  das  Tlieorem  XVI  allgemein  bewiesen. 
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72.   Wir    wenden    uns    nun    zum    Beweise    des    schon    erwähnten 

Theorems  XVII  von  Kronecker:* 

XVII.  Ist  (S  eine  symmetrische,   Teine  alternirende  bilineare 

Form    von  2n  Variabelen,    so  treten  im  Koefficienten- 

systeme    von   X^S  ~\- XoT  die  Elementartheiler  von    der 

Gestalt  X-"  und  ^1"+^  stets  paarweise  auf. 

1.  Sei  1  T|  =  0,  aber   zunächst  \XiS  -{-  X^T\  ==  0.     Die  zur  Basis 

Aj  gehörenden  ET  der  Determinante    X^S  -\-  X^T\  mögen  die  Exponenten 

e.,  e^,  .  .  .  haben,  wo  ^       ^ 

e,  >  e^  > .  .  . 

sei.     Dann  besitzt  die  Determinante  US  -  T\  die  ET  A"-,  A%  .  .  .  (37). 
Nach  steigenden  Potenzen  von  X  entwickelt  sei 

(26)  (XS-l)-'^HX-'^-\---- 

Geht  man  rechts  und  links  zur  conjugirten  Form    über,    so    wird    mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  (18)  in  12 

setzt  man  hierin  aber  A  ==•  —  A,  so  erhält  man 

(27)  (XS  -  T)-i  =  H'X-'^  (-  1Y+'  +  •  • . 

Aus  (26)  und  (27)  folgt 

i^'=(_l)'.+  ii/. 

Ist  daher  e^  gerade,  so  ist  H'  =  —  H,  H  also    alternirend,    der  Rang 
r  von     H\  eine  gerade  Zahl  (9,  Satz  c);  es  ist  aber 

e^=^  e^  =  •••  =  er>  e^+i 
nach    Theorem  XVI.      Also    treten   die   ET  Xi     von    \X^S  -\-  X^I  \  in 
gerader  Zahl  auf.     Es  ist  noch    nachzuweisen,    dass    auch  die  übrigen 
zur  Basis  A^  gehörenden  ET  von    der  Gestalt  X^-  paarweise    auftreten. 
Dieser  Nachweis  wird  gleich  erbracht  werden,  vorher  sei 

2.  5  1=0,  \  X^S  •{•  X^T \  ==  0 j  und  die  zur  Basis  Ag  gehörenden 
ET  gleich  A|',  A^', .  . .,  wo  e^  >  e^  >  ••••  Dann  besitzt  \XT  —  S\  die 
ET  X'<,  A''',  .  .  .;  man  hat  analog  1) 

(XT-S)-'  =i/ A-''+---, 
{XT-S)'--'  =  H'X-'^-\---; 
{-XT-  Sy  =H'X-'^+-- 
(XT-S)-'  =Ä'A-'.(-l)% 

H'  =  (-iy'H. 

•  Kronecker,  BM  1874,  S.  441  (G.  W.  Bd.  I,  S.  477).  Vergl.  auch  Stickel- 
berger,  Crelle's  Joum.  (79)  Bd.  86,  S.  42  — 43.  Öligen  Beweis  gab  Frobenius 
(Brießiche  Mittheilung  vom  21.  Juni  1898). 
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Ist  daher  c,  imf/iraiir ^  so  ist  //  alteniinMul,  | //  von  geradem  Rauge 
r,  also  wegen  Theorem  XVI 

Ci  —  e,— er>.  Cr+l, 

wo  r  eine  gerade  Zahl.  Also  treten  die  ET  X\^  von  A,.S'  +  A,  2i  m 
(fcrader  Zaid  auf.  Auch  hier  ist  der  Xachweis  zu  erbringen,  dass 
auch  die  übrigen  ET  von  der  Gestalt  ^1"+^  stets  paarweise  auftreten. 

3.  Wir  sahen  unter  1)  und  2),  dass  bei  geradem  Cj  (ungeradem  cj 
neben  jedem  ET  AJ'  (Aj)  von  l^S  +  A^2\  ein  zweiter  ET  /Ij«  (A;«) 
auftritt.  Es  fragte  sich,  ob  alle  ET  von  der  Gestalt  AJ*  und  1^,"+^ 
paarweise  auftreten.  Dieses  ist  der  Fall  und  zwar  auch  dann,  wenn 
!A,S+ AoT,  —0  ist. 

Sei,  wie  bisher  S'  =  S,  T'^-T,  aber  A,6'  +  A,  T~0  und  r  der 
Rang  dieser  Determinante;  q  sei  eine  positive  ganze  Zahl  <  r;  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  Subdeterminanten  q^^^  Grades  von 
1  AjÄ  +  ^2^1  enthalte  Aj  zur  Potenz  /,_,*  (Bezeichnung  also  jetzt  wieder, 
wie  in  4  flg.),  sei  ferner 

so  dass  also  jetzt 

ist.     Wir  setzen  nun  voraus,  dass  für  ein  q  <  r— 1  die  Ungleichung 

hesteht,  und  zeigen,  dass  es  alsdann  eine  in  Bezug  auf  A^  reguläre 
Hauj.tunterdeierniinante  p*^""  Grades  von  jAi/S  +  AgT    gieht. 

Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  in  4  flg.,  die  Determinante  ^XiS -{-  l^T" 
mit  1  rt.i  und  verstehen  in  9  unter  Q  und  II  speciell  zwei  Deter- 
minanten Q^^^  Grades 

Q=    a^y\     (x  =  Xi,  Xg,.  .  .  x,/,     V  =  1'^,  v^,.  .  .Vf,), 

li  =  I  «^;.       (,"  =  i'i,  i'o,  .  •  •  v^,'^     ^  =  ^i,  5^2?  •  •  •  ''^q) 
des  Systems  der  a,*,  dann  wird  daselbst 

P  =  1  öxi  I     (x  =  Xi,  X2,  .  .  .  x^,;     A  =  Xj,  X,,  .  .  .  X,,), 

(S  =  1  a^^  I  (^  =  Vj,  1',,  .  .  .  V,,;  V  =  Vi,  r'2,  .  .  .  /'„); 
P  und  S  sind  also  dann  Hauptunterdeterminanten.  Nun  sei  Q  in  Bezug 
auf  Aj  regulär,  enthalte  also  Aj  genau  zur  Potenz  ?r/,  dann  gilt  das 
Gleiche  von  B,  da  Q  in  7t  übergeht,  wenn  man  in  ihm  —  K  für  A^ 
setzt.  Nach  a)  in  9  muss  aber  A^  mindestens  in  der  Potenz  /^—i  +  ^^-i 
i"  BS  -  QB 

auftreten,  wobei  wegen  e^+i  >  c^, 

ist.     Man  kann  also  Iqj,i+  Iq-i>  21^^ 


*  Wo  nicht  alle  Zahlen  h  Null  seien. 
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^7i=  rS-h  XI'q  +  'U 
setzen,  wo  *  >  0  und  U  nicht  durch  Aj  theilbar  ist.  Wäre  nun  P 
oder  S  nicht  regulilr,  so  wäre  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung 
durch  eine  höhere  Potenz,  als  die  2/(,'°  Potenz  von  Aj  theilbar;  die 
linke  aber  ist  nur  durch  die  2/^**^  theilbar;  daher  ist  sowohl  11  als  S 
reguliir.  —  Fs  ffkbt  ferner  stets  eine  in  Bezug  auf  X^  reguläre  Haupt- 
HtUerdderminwiie  ;•""'  Grades.  Denn  setzt  man  vorstehend  in  P,  Q^ 
B,  S  p  =  r, 

so  wird  P5  =  QR  (9,  b);  ist  daher  Q  und  damit  auch  11  regulär,  so 
sind  auch  P  und  S  regulär. 

Es  sei  nun  R  eine  in  Bezug  auf  Aj  reguläre  Hauptunterdeterminante 
j.ten  Grades  des  Systems  von  AjÄ  +  A^T;  die  bilineare  Form,  deren 
Determinante  R  ist,  wollen  wir  mit  XiSq-{-  X^Iq  bezeichnen.  Alsdann 
ist  Sq  symmetrisch,  Tq  alternirend.  Die  ET  von  R  in  Bezug  auf  die 
Basis  Aj  sind  identisch  mit  denen  des  Koefficientensystems  von 
X^S -\-  KT  in  Bezug  uuf  diese  Basis  X^  (6,  d),  d.  h.  R  besitzt  die  ET 
X'if  X.\''~^,  ...  Ist  daher  tv  eine  gerade  Zahl,  so  tritt  nach  1)  oben 
der  ET  X\''  in  gerader  Zahl  auf.     Es  ist  also  dann 

Cr  =  Cr— 1  =  •  •  •  =  e^,_i.i  >  e„, 
wo  r  —  p   eine  gerade  Zahl    vorstellt.     Wegen  6^4*1  >  e^  existirt    nun 
aber   wieder    eine    reguläre    Hauptunterdeterrainante    p*^"   Grades,    und 
die  Anwendung    der    eben    aufgeführten    Schlussweise    zeigt,    dass    bei 
geradem  e„  die  Anzahl  der  ET  X\^  eine  gerade  ist.     U.  s.  w. 

Ganz  analog  beweist  man  mittelst  2.  oben,  dass  die  ET  von  der 
Gestalt  A|*+^  stets  paarweise  auftreten.  Damit  ist  denn  unser 
TJicorem  XVJI  vollständig  bewiesen*  Gehen  wir  nunmehr  zur  An- 
wendung der  Sätze  18  und  XVII  über. 

§  10.  Congruente  Formen. 
73.  Geht  eine  bilineare  Form  A   durch  die    congruenten    linearen 
Substitutionen  R\  R  in  eine  Form  B  über,  ist  also  symbolisch  (13) 

B  =  R'AR, 
dann  geht  durch  dieselben  Substitutionen  die  zu  A  conjugirte  Form  A' 
in  die  zu  B  conjugirte  Form  B'  über,  d.  h.  es  ist 
B'  =  RA'R. 

*  Sind  S  und  T  alternirende  Fonnen,  so  treten  die  ET  des  Systems  von 
7.^S-\-l^T\  stets  paarweise  auf  und  die  Minimalgradzablen  m^  und  m^.  stimmen, 
wenn  I  ?.j  6' -{- >lj  T ;  =  0  ist,  überein.  Man  kann  fenier  Fonnenschaaren  mit  alter- 
nirenden  Grundformen  bilden,  welche  im  angegebenen  Sinne  vorgeschriebene 
Kronecker'sche  undWeierstrass'sche  Invarianten  besitzen.  Vergl.  Frobenius, 
Crelle's  Joum.(79jBd.86,  S.20flg.  §7u.§13.  E.v.Weber.Münch.Berichte  von  1898, 
S.  369  flg. 
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Man  Imt  also  dann   für  beliebige  Wertho  von  A,    /U 

x^  Ji  +  yij  y>"  -'  li'  (A,  Ä  +  vu^i')  7i, 

d.  h.  die  Formonscliaaren  A,  .4  +  X^A'  und  Aj  7^  +  A«7y'  sind  üquivalent. 
Die  Aequivalenz  der  Schaaren  X^Ä -\- X^Ä'  und  X^li  ■\-  X»B'  ist  also 
eine  nothiccmiigc  Bedingung  für  die  Congruenz  der  Formen  A  und  Ji\ 
dass  sie  auch  die  hinreichemic  Bedingung  hierfür  ist,  das  ist  eines  der 
wichtigsten  Ergebnisse  der  Kronecker'schen  Arbeit:  „Ueber  die 
congruenten  Transformationen  der  bilinearen  Formen".*  Wir  leiten 
mittelst  des  Satzes  18)  in  71  dasselbe  mit  Leichtigkeit  her.** 

Ist  nämlich  A'  zu  A,  JJ' zu  J>  conjugirt,  und  sind  die  Schaaren 
Aj.l  +  Ao/l'  und  X^B  -{-  X^B'  äquivalent,  so  besteht  für  zwei  von 
A,  jA^  unabhängige  Formen  P,  Q,  wo  |P!4=0,  |  (? !  4=  0  ist,  die 
symbolische  Gleichung 

(1)  A,  B  +  A,  J)"  =  P{X,A  +  L_A')  Q. 

Nun  setze  man  .    .     4t        ,  <         a,        a 

A  +  A'  =  A^,     A  —  A' =  A^, 

B  +  B'  =  B„     B-B'  =  B,. 

Ls  ist 

yi;=J,,     B[  =  B„     A',  =  -A,,     B;  =  -B., 

Da  die  Gleichung  (1)  für  beliebige  Werthe  von  A^  |  A,  gilt,  so  folgt 
ans  ihr  für  A^  =  1,  X^  =  \  bez.  Aj  =  1,  A«  =  —  1 

B,=^PA,Q,    b,^fa,q 

und  hieraus  weiter 

X,B,  +  A^P,  =  P{X,A,  +  X._A;)Q. 

Die    Schaaren   Ai^lj+Aj-l,  und  X^B^-\-  X.^B^  sind    äquivalent,  A^  und 

i>\  sind  symmetrische,   An  und    B^  alternirende    Formen;    daher  giebt 

es  nach  Satz  18)  eine  Substitution  B,  derart,  dass 

B^  =  B'AJl,    B,  =  R'A,B 

ist.     Man  hat  also  für  beliebige  A,    Ao 

(2)  Aj  i?i  +  As  i>'o  =  P'  (A,  A^  +  Ao  /I2)  B, 
mithin,  da  A^  +  ^1  _   j      -ßi  +-5»       t> 

ist,  für  A,  =  A2  =  T7  in  (2)       j^  _  R'AB. 

Also  gilt  in  der  That  der  Satz: 

XVIII.  Zwei  bilinoare  Formen  .1  und  B,  die  von  gleichvielon 
Variabolonpaaren  abhängen,  sind  dann  und  nur  dann 
congruent,  wenn  die  Schaaren  A,  >4  +  A^-l'  und 
X^B-\-X^JV  äquivalent  sind,  wo  A\  B'  die  zu  A  bez.  B 
conjugirten  Formen  bedeuten. 

•  BM  1874,  S.  .31)7—447  (Ges.  W.  424-483). 
**  Frobenius,  SB  1896,  S.U. 
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Ueber  die  Congriienz  zweier  Formen  kann  mau  auf  rationalem  Wege 
entscheiden.  Die  Substitutionen,  welche  eine  Form  in  eine  congrueute 
überführen,  bestimmt  mau  nach  39  und  67;  sie  sind  im  Allgemeinen  nicht 
rational. 

74.  Eine  Form  mit  cogredieuten  Veränderlichen  X;  1 1/,-  (13)  heisst 
eine  irreducibele  oder  elementare,  wenn  sie  unzerlegbar  und  auch 
zu  keiner  zerlegbaren  Form  cougrueut  ist;  eine  aus  lauter  elementaren 
Formen  zusammengesetzte  bilineare  Form  mit  cogredieuten  Ver- 
änderlichen heisst  eine  reducirte  Form.     U.  s.  w.  (25). 

Mit  der  Reduktion  einer  Form  werden  wir  uns  nachstehend  be- 
schäftigen; hierzu  ist  zunächst  erforderlich,  dass  wir  untersuchen, 
wie  im  besonderen  Falle,  wo  A  und  A'  conjugirte  Formen  sind,  die 
zur  Schaar  k^A  -\-  KA'  gehörenden  Minimalgradzahlen  m,  wi,-  uud  die 
ET  des  Systems  von    \  X,A -\- X^A'    sich  verhalten. 

Setzen  wir*S=  Aj -4-1-^2-4 ',  so  geht -^^ — -  aus   ^  7  dadurch  hervor,  dass 

Vi  =  Xi  gesetzt  und  Aj  mit  X^  vertauscht  wird.  Die  Reihe  der  Zahlen  m,- 
besteht  also  aus  denselben  Zahlen,  wie  die  der  Zahlen  wi,,  so  dass  wir 
im  Falle  XyA-\-  X,^A'  ^:0  ist,  wie  bei  den  symmetrischen  Formenschaaren, 
nur  eine  Reihe  von  Minimalgi-adzahlen  in  Betracht  zu  ziehen  haben. 
Bedeutet  r  den  Rang  von  X^A  -\-  X^A'  ,  q  eine  Zahl  ^r  und 
Dq  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  aller  Subdeterminanten 
p**°  Grades  von  \X^A  -\-  X^A'  ,  so  ist  D^  eine  symmetrische  oder  eine 
alternirende  Form  der  Variabelen  Aj,  A«.  Denn  jede  Subdeterminante 
()**°  Grades  geht  durch  Vertauschung  von  X^  und  Ag  wieder  in  eine 
Subdetermibante  ()**^°  Grades  über.  Da  D^  durch  -D^,_i  theilbar  ist,  so 
bestehen  Gleichungen 

D^^D,.,E,  (9  =  1,  2,...  r,  A=^i)- 
Die  homogenen  ganzen  Funktionen  Ef^  sind  ebenfalls  symmetrisch  oder 
alternirend  und  zwar  ist  E^  durch  En—i  theilbar  (Theorem  I  in  5). 
Zerlegt  man  nun  die  Eq  in  Faktoren,  die  Potenzen  verschiedener  in 
Aj  I  A,  linearer  Formen  sind,  so  erhält  man  alle  ET  des  Systems  (4). 
Da  nun  aber  die  E„  symmetrisch  oder  alternirend  sind,  so  gehört  zu 
jedem  solchen  Faktor  («77 A,  -f  hah)""  von  E^,  ein  Faktor  (a„X^  +  h^Xi)""'-, 
diese  Faktoren  sind  verschiedene  ET  des  Systems,  wenn  nicht 


/Off 


y- 


ist.  Wenn  also  |  ^  j  4=  1  ^-^'^  -^"ö  ^t'/<ö>-^  zu  jedem  ET  (ciaX^  +  baX^Y''  ein  ET 
{haX^  -T  ttaX^y^.  Wie  verhalten  sich  nun  die  ET  mit  der  Basis 
aaXi-r  hoX.,,  wo  L-|  =1,  d.  h.  die  ET  mit  der  Basis  A,  +  Ag  und 
A.  —  Aj?    Können  diese  in  beliebiger  Zahl  auftreten  oder  herrscht  auch 
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hier  ein  (icsetzV  Dies  ist  in  der  Tliiit  der  F;ill;  denn  setzen  wir 
vorübergehend  wieder  ^.(  ^  ^[' == /;;        \       j'       7 

so  ist  S  symmetrisch,   1  ulternirend.     Durch  die  Substitution 

Aj   =    A|     ~\~    ^*iy  A^   =    A|  A* 

wird  iiber  ,     ,        ,     ,,       ,,^ 

Besitzt  nun  das  System  von  X^A  +  vi,.-!'  den  ET  (A^  +  X^Y  [{X^  -  A,)"], 
so  besitzt  diis  von  X[S -\- X'^ß  den  ICT  A,'"[A>].  Ist  nun  a  gerade 
[ungerade],  so  tritt  nach  Theorem  XVII  neben  jedem  ET  X["  [Aj") 
ein  zweiter  ET  A^"  [Ag"]  auf;  das  Gleiche  gilt  also  von  dem  ET 
(Aj  4- Aj)"  [(^1  — Ag)**],  wenn  «  gerade  [ungerade]  ist.  Die  El  von 
der  Gestalt  (Aj  +  Ao)^*  und  (Aj  —  A2)'''+^  shid  also  stetii  paar  weise  vor- 
hamJen.  Dagegen  können  ET  von  der  Gestalt  (Aj  +  >^)**"'"^  oder 
(A,  —  X^^"  in  (fcrddcr  oder  lüujerader  Zahl  auftreten,  wie  man  sich  an 
Beispielen  leicht  überzeugt.     Z.  B.  hat  man  für 

A  =  x^  y,  -]---x„y„  =  E,  A'^  E,    und     A^  A  +  A^.-!'  1  =  (A,  -f  X^Y 

hat  den  ET  (Aj  +  ^2)  «mal,  wo  n  gerade  oder  ungerade  sein  kann.    Für 

^=-^12/1  +  ««'a^i  —  -^1^2  ^i^'t^  -'^'  =  -^'12/1  +  ^12/2  —  ^iVi,  und  |  A,yl  +  A,.-!' ; 
hat  daher  den  einen  ET  (A^  —  X^Y-     Dagegen  wird  für 

^  =  (j^iVi  +  ^hVi  -  ^lUi)  +  (^32/3  +  ^'42/3  -  •^•3^4) 
die  Determinante     Aj^l  +  X^A'     den  ET  (Ai  —  A^)^  zweimal  besitzen. 
Fassen  wir  das  Ermittelte  in  dem  Theoreme  zusammen: 

XIX.  Ist    Ai^l  +  Ao-l'    eine    Formenschaar    mit    conjugirten 
Grundformen,     so     stimmen     ihre     Minimalgradzahlen 
lUi  und  nii  überein;    die  Elementartheiler   des  Systems 
von  |Ajyl  +  ^^'|    sind  paarweise    von    gleichem  Grade 
und  für  reeiproke Werthe  von  y-  gleich  Null,  mit  Aus- 
nähme    derjenigen    von    der    Gestalt    {^i-{-  ^Y"'^^    oder 
(Aj — ^Y"}  welch'  letztere  aucli    in  ungerader  Zahl  auf- 
treten können.* 
75.  Setzen  wir  daher  »?=2w,-f  1,  deuten  ferner  durch    ein  über 
einen  Exponenten  ea  eines  ETs  gesetztes  Plus-  oder  Minuszeichen    an, 
dass    derselbe    zur   Basis  A,  -f  Ag  bez.  Aj  —  A^  gehört,    so    ist,    da   hier 
w,  =  nii,  nach  Gleichung  (30)  in  61 

(3)  n  =  ^n?  -f  ^t  +  ^^a  +  ^e„. 

Die  n?  sind  ungerade  Zahlen,  und  zwar  felileu  dieselben,  wenn 
I  Ai-4 -f  Aj  J.' I  Ep  0    ist.      Die    geraden    Zahlen    tg  und    die    ungeraden 


•  Kronecker,  1.  c.  S.  441  (S.  470). 
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Zahlen  Ca  treten  stets  zweimal  auf;   die  Zahlen  Ca  sind  immer  doppelt 
vorhanden. 

An  die  Gleichunir  (3)  knüpft  sich  die  analoj^e  Frage,  wie  au  die 
Gleichung  (3)  in  49,  (30)  in  61  u.  s.  w.,  nämlich  die  Frage,  ob  es  bei 
gegebenem  n  bilineare  Formen  A  von  2n  Variabclen  giebt,  zu  denen 
Schaaren  X^A-\-h,jV  mit  vorgeschriebenen  Kronecker'schen  und 
Weierstrass'schen  Invarianten  gehTjren.  Dieses  ist  in  der  That  der 
Fall,  wie  wir  sofort  nachweisen  werden.  Wir  betrachten  nämlich 
folgende  bilineare  Formen*: 

1.  r  =  2'  ^^?/*+i  (^"^  =  0, 1,  •  •  -2»«.  -l,n?=2m,  +1,  w?>l), 

2.  To  =  ^>*y*  +  ,  +  cx^+x]h)  (^  =  0,  1,  .  .  .  2e„  -  2;  c^=f  1), 

3.  Go  =  ^ix,y,+y  +  (  -  ly-'-k+ilh)  (Ä;  =  0,  1, .  .  .  2ta - 2;  t  =  2x), 

4.**  fe  =Xo?/o+^(a:i?/,_i+  (-  iyrr,_i//,)  (/^=  1,  2,  ...  t-  1;  t=2y.  +  l), 

5.  6ra  =  XqIJq  +2' (•^■'12/^-1  +  (~  1)*^*-i!/a)  (^«^  =  1,  2,  ... 7a  —  1;  Ca  =  2;«), 

6.  Üa  =  ^  (:r,i/,+  i  -  (^  ly :r,+iy,)  (/.•  =  0,  1,  .  .  .  2t'„  -  2;  e«  =  2x4-  1). 

1.  Die  Form   jT,"  hängt  von  2w,  +  1  =  w"  Variabelenpaaren 

^O;    ^l;  •  •  •  ^2m,— 1,       a:2m,.,       ?/o,    .Vi  7  ■  •  •  2/2m.— 1,       ?/2m,- 

ab,  wenn  wir  a"o2/o)  ^i?/u  •  •  •  ^'2m,- Z/^m^  als  zusammengehörige  Variabele 
auffassen.  Die  Yariabelen  arg™^.  und  ?/o  treten  dabei  in  T't  nicht  wirklich 
auf.  Femer  ist  die  Determinante  l^^If■j-X2^'  ~0,  der  Kang  derselben 
ist  2w/,-;  es  giebt  daher  nur  eine  lineare  Relation  zwischen  den  Ab- 
leitungen von  A^  T?  +  AgT?'  nach  den  X;  bez.  ?/,•;  ET  treten  keine  auf: 
es  ist  mithin  wegen  (3),  wenn  in'i  die  zur  Schaar  gehörige  Minimal- 
gradzahl bedeutet,  „  «  f  .  ^  .^  ,  ^ 
^                             '          w?  =  2^;  +  1  =  2m.  +  1 

w'  =  Wi,. 
Die  Schaar  X^  2?+  ^.^  ^'  besitzt  also  nur  eine  Invariante  n?=  2ini-\-  1. 

2.  Die  Form  Ta  hängt  von  2ea  Variabelenpaaren  XQy^^  ^iViy  •  •  • 
ab.     Die  ET  der  Determinante  \X,Tn+)^.T'A  sind 

-»-  -i-  4-  _ 

3.  Die  Formenschaar  XiG„ -\- l^G'a  hängt  von  2ea  Variabelen- 
paaren ab;  die  ET  ihrer  Determinante  sind 

•  Kronecker,  1.  c.  S.  440  (S.  475;. 

4- 
**  Für  «g  =  l  ist   Ug^x^tjf^  zu  nehmen. 
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4.  Die  Scliuar  i.iU„  -\-  X^U„  hiiii*;t  von  Ca  Variabelenpaiiren  ab: 
ihif  Determinante  besitzt  einen  ET 

5.  Die  Schiiur  Xi(r„  -\-  l^da  hiin<.5t  von  e„  Variabelenpaaron  ab: 
ihre  Dcterniinaiitt'  liat  den  einen  ET 

6.  Endlich  hün^  die  Schaar  A,  U„  +  L  Uä  von  2e„  \'ariabelenpaaren 
ab:  ihre  Determinante  liat  zwei  ET 

Ist  nun  eine  beliebige  Lösung  der  Gleicbung  (3)  in  Zahlen 
n%  Ca,  .  .  .  der  angegebenen  Art  vorgelegt,  und  wir  bilden  zu  jedem 
M?,  das  grösser  als  1  ist,  eine  Form  77,  wobei  wir  in  2\,  TS,  .  .  .  die 
Variabelen  so  bezeichnen,  dass  je  zwei  dieser  Formen  keine  Variabele 
gemein  haben,  bilden  analog  weiter  zu  jedem  Exponentenpaare  Ca  eine 
Form  T„,  wobei  wir  die  c  =  Ca  beliebig  aber  c-'i  ^  1    wählen,    zu   jedem 

Exponentenpaare  r„  ( p„  =  2x)  eine  Form  G„,  u.  s.  w.,  so  ist  die  Summe 
aller  dieser  Formen  eine  Form  Ji,  die  von  n  —  q  Variabelenpaareu 
abhängt,  wenn  q  der  Zahlen  w"  gleich  Eins  sind.  Sind  alle  Zahlen  «? 
gleich  Eins,  so  setzen  wir  Ji  =  0.  Da  aber  die  Schaar  X^Ji -\- LM' 
eine  zerlegbare  ist,  so  besitzt  nach  dem  Satze  S.  112  diese  Schaar  die 
Invarianten  n?,  {c„X^+  Kf'^i  •  ■  ■■>  wenn  wir  sie  bei  p  >  0  als  von  2n 
Variabelen  abhängig  betrachten,  also  eine  identisch  verschwindende 
Theilschaar  hinzuschreiben.  Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig 
bewiesen. 

Bezeichnen  wir  die  Invarianten  nl,  c„,  .  .  .,  die  zu  einer  Schaar 
XyPi -\- X^TV  gehören,  als  die  Kronecker'schen  Invarianten  (Minimal- 
gradzahlen) und  die  Weierstrass'schen  Iifvarianten  der  Form  7t 
mit  cogredienten  Variabelen,  so  können  wir  das  erlangte  Resultat 
so  aussprechen: 

XX.  Es  giebt  bei  gegebenem  m  Formen  mit  2»;  cogredienten 

Veränderlichen,  welche  —  im  Sinne  des  Theorems  XIX 

—   vorgeschriebene    Kronecker'sehe  und  Weierstrass- 

sche  Invarianten  besitzen. 

Die  Formen   1—6  oben  sind  nicht  zerlegbar,  «iber  auch  zu  keinen 

zerlegbaren  Formen    congruent.      Für    die    Formen   1,  4,  5    geht    dies 

unmittelbar  daraus  hervor,  dass  zu  ihnen  nur  je  eine  Invariante  gehört. 

Für    die    übrigen    folgert    man    es    leicht    aus  Theorem  XIX.      Wäre 

z.  B.  Ga  zu  einer  zerlegbaren  Form  G  =  G^-\-  G^  congruent,    so  wäre 

10* 
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auch  die  Schaiir  kiG  -\-  l^G'  zerlegbar  in  die  Theile  X^Gi-h  X.^G[  =■  i/, 
und  ylj(T'2+ A3G2  = //,;  die  ET  von  \XiG  +  X^G'\  sind  aber  die  von 
ji/jl  und  H^\  zusaniniengenonimen;  nach  Theorem  XIX  besässe  daher 
\X^G  +  X^G'\  vier   ET,  und  damit  auch 

l^lGa  -\-  X^G'a  \. 

U.  s.  w. 

Die  vorhin  beschriebene  Form  li  setzt  sich  also  aus  lauter  ele- 
mentaren Formen  zusammen,  d.h.  es  ist  eine  rcdiichic  Form. 

Eine  der  eben  angewandten  ganz  analoge  Schlussweise  lehrt 
(XIX,  XX),  dass  eim  hilimare  Form  mit  cogredioüen  Variahelen  dann 
und  nur  dann  irrcducibcl  ist.  wenn  sie  cntivedcr  eine  einzige  Kroncelcer- 
seJie  Invariante  besitzt,  oder  zwei  Wcierstrass'sche  Invaria^üen  {X^  -f  cAg)'", 
(cAj-f  X^'a^  tco  c^=|=l,  u.s.w.,  wie  in  den  Fällen  1 — 6  oben. 

Ist  nun  eine  beliebige  bilineare  Form  A  gegeben,  die  von 
n  Variabelenpaaren  abhängt,  so  können  wir  nach  Theorem  XX  eine 
Form  li  bilden,  welche  ebenfalls  von  n  Variabelenpaaren  abhängt  und 
dieselben  Kronecker'schen  und  Weierstrass'schen  Invarianten  be- 
sitzt, wie  die  gegebene  Form.  Nach  Theorem  XVIII  sind  daher  die 
Formen  A  und  R  congruent,  li  ist  aber  eine  reducirte  Form,  und 
daher  das  Problem  der  Reduktion  eitler  Form  A  mit  cogredienten  Variahelen 
vollständig  gelöst,  da  man  jederzeit  die  congruenten  Substitutionen 
wirklich  bestimmen  kann,  die  A  in  R  überführen  (73). 

76.  Gehören  zu  einer  Form  A  mit  cogredienten  Variabelen  die 
Invarianten 

nl,  w§, . . .  (;.,  +  qlO%  {c,X,  +  hYy  ...{h+  ^2>, . . .  (Ai  +  h>,  ■  •  •, 

so  sagen  wir,  die  Form  besitze  die  Charakteristik 

[(«?,  n^>,  .  .  .}  Ci,  e,,.  .  .  Cp,  .  .  .Ca,-  •  •]• 
Auf  Grund  des  Theorems  XX  Idassiftciren  wir  nun  die  Formen  mit 
2n  cogredienten  Variabelen  bei  gegebenem  n  nach  dem  schon  öfter  an- 
gewandten Principe  (29,  62,  70).  Wir  rechnen  also  zu  derselben  Klasse 
alle  diejenigen  von  n  Variabelenpaaren  abhängigen  Formen,  welche  die- 
selbe Charakteristik  besitzen.  U.  s.w.  Zu  jeder  Klasse  gehört  eine  Normal- 
form, die  sich  aus  den  Formen  1 — 6  oben  zusammensetzt.  Wie  sich 
für  ein  gegebenes  n  die  Anzahl  der  Klassen  systematisch  berechnen 
lässt,  hat  Rosenow  angegeben.*  Derselbe  hat  auch  für  die  Fälle 
n  =  l,  2,  3,  4  und  «  =  10  die  Normalformen  aufgestellt.** 

*  Rosenow,  Ueber  die  Anzahl  von  Klassen  bilinearer  Formen.  Wiss.  Beil. 
zum  Programme  der  vierten  höheren  Bürgerschule  zu  Berlin,  Ostern  1891. 

••Rosenow,  Crelle's  Journ.  Bd.  108,  S.  5— 13  (fürw  =  l  — 4);  Programm 
der  eben  genannten  Anstalt,  1892,  S.  8  — 21  (n  =  10). 
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Um  z.B.  für  M -=  1  die  Klassen  zu  bestimmen,  hat  man  die 
Gleicliung  (3)  für  n  -  -  1   zu  l("»sen.     Man  hat  zwei  Lösungen 

1.  n'l^l 

2.  e;==l. 
Im   1.  Falle  wird  7?  =  0. 

Im  2.  Falle  wird  R=  l\^  wo  in   L\ 

zu  nehmen  ist.     Daher  ist  ll  =  x^y^. 

U.  s.  w.  Wir  stellen  im  Folgenden  die  Charakteristiken  und 
Nornialformeu  für  alle  Klassen  bilinearer  Formen  von  2n  cogredienten 
Variabelen  für  die  Fälle  n  =  1,  2,  3,  4  zusammen. 

Klassen  bilinearer  Formen  von  2n  cogredienten  Variabelen 

im  Falle 

a)  n  =  1. 

2.{1}:0. 

b)  n  =  2. 

1-  [U]  '  ^qUi^  Ci^iV^' 
2.  [2]  :  ao?/o+^l2/o-•^o2/l• 
3.  [i  i]  :  ^o?/i-^iyo- 
4-[ii]  :  a-ol/o  +  arit/i. 

5.  [{i}i]    :  I   Die  Normalformen  sind  mit  denjenigen 
ß   /jl«        :   I  für  n  =  1  identisch. 

c)  n  =  3. 

1 .  [Ti  1  ]  :  To  ?/o  +  (^1  \k  +  ^'i  a-o  ?/,)• 

2.  [  1  2  ]    :  r>o ?/o  +  ti'i  Hx  +  .'-^ ?/i  -  ^i  .Vo). 

3.  [  1  1  1  ] :  .To  ?/o  +  {p\  7/o  -  .r...  //i)- 

Ä    r+  +  +i 

4.  [i  1  ij:  ro7/o+  r,?/,  +  .r,y,. 

5-  [ ^^  J        :  --»o !/o  +  ^1 2/o  -  -^0 ?/i  +  -^ä 2/1  +  or^ y. . 

6.  {3i         :  ^o!/i  +  3-i?/i- 


4. 

[2  11] 

5. 

[l  1  1  1 

6. 

[l  1  1  1 

7. 

[2  2] 

8. 

Ül 

9. 

[TTi] 

10. 

[11  2] 
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Die  NonnalfornH'n  für  die  sechs  übrigen  Klassen  sind  identisch 
mit  denjenigen  für  die  Klassen  bilinearer  Formen,  die  von  zwei 
Variabeleupaiiren  abhängen. 

d)  n  =  4. 

1 .  [  1  1  11  ]      :  (./'o  //,  +  q  ./'i  Vo)  +  (^2  Us  +  '■-'  ''3  //s)- 

2.  [(ii)(li)]:  (./o//,  +  (Vi/Zo)  +  (-f^ys  +  'i •'"3 .'/..)• 

3.  [2  2 1  :  ./o //i  +  (\ .'"i  //„  +  .'i  //2  +  'i .'2  //i  +  -'i //3  +  Ci 3:3 yj . 
:  (•'■() //ü  +  '"i  //o  -  -'o.'/i)  +  (•'•'Z/s  +  'i-^s/Zs)- 
'•  (•'ü//i  -  •'•i.'/o')  +  (-^-.'/s  +  ^1  •''3  !/.•)• 
:  -'o i/o  +  •' 1  .'/i  +  (•'•j //3  +  ^1  -^^  //:;)• 
:  (-^0^0  +  '-^lyo  -  -'^oyi)  +  (-^siS/i  +  -^3^2  -  ^22/3)- 
:  -^0 .Vo  +  -'"i //o  -  -'o .Vi  +  •''!•  Vi  +  ^1  y-'  +  ^s V2  -  ^2 Vs  • 
:  (^'o^i-  -^'i  Vo)  +  C^^  V2  +  •^3V2  -  •^2 Vs)- 
:  -^0 Vo  +  ^1  Vi  +  (^2  V2  +  -^3  V2  -  ^2  V3)- 

11.  [1111]:   ^oVo+'^lVl  +  -^'2V2+-^3V3- 

12.  [11  1  1]  :  ^oVo+  ^iVi  +  (^2V3  -  •^3V2)- 

13.  1  1  3]  :  XqIJq  +  (J^i^i  +  ^iVi  -  ^1  V2  +  "^3^2  +  '^2V3)- 

14.  [2  2 ]       :  Ä-oVi  +  ^i.Vo  +  ^1 V2  —  ^2 Vi  +  ^2 V3  +  ^3 V2  • 

15     [1111]:   (d^oVl  —  -^iVo)  +  (^2V3  -  ^3V2)- 

16.  [{3}]  1  ]      :  {x^iji  +  ^i V2)  +  ^3  Vs  • 

Die  Normalformen  für  die  12  übrigen  Klassen  stimmen  mit  denen 
für  die  Klassen  bilinearer  Formen  von  drei  Variabelenpaaren  bez. 
überein. 

Es  giebt  also  in  den  Fällen  «  =  1,2,3,4  bez.  2,  6,  12,  28 
Klassen  bilinearer  Formen  bei  congruenter  Transformation  der  Variabelen, 

Die  Formen  der  Klassen  [1],  [  1  ij,  [1  1  1],  [111  l],  [{1}  1 J,  •  •  • 
sind  symmetrisch  j  die  der  Klassen  [11],  [lill],  [{l}l  i]j  •  •  • 
aiterniretul. 

a)  Ist  allgemein  Ä  =  ^«g  ^i  Vk  {i,  /<;  =  1,  2,  .  .  .  n)  symmetrisch, 
so  ist  -  A  ^  A>  ^4 

1  cy.   '    ^  cy.       ^  ^  '     2^  dy. ' 

daher    sind    bei      ?.^A+  hÄ'  =0    die    Zahlen    m.   alle  Null,    also    die 
Zahlen  w?  alle  Eins.     Da  ferner  hier 
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ist,  so  besitzt  das  System  von  ).iA+  l^Ä'  nur  ET  mit  Exponenten  1, 
und  zwar  r  Stück,  wenn  \A\  und  somit  auch  }.^A  +  /^A'  vom 
Kange  /•  ist.      Kinr  sj/))i)ndrische  hllinenrc  Form 

A  =^(i.k  A  ifk    ( /,  A-  =  1 ,  2,  .  .  .  n) 
IkU  ilaJur,  wenn  r  den  Hang  von     A    bedeutet,  die  Chnmlcteridik 

l'li  •  •  •  l}  1  1  •  ••  i]> 
n  —  r  Stück        >•  Stück 
lilsst  sieh  also  durch  congrueute  Transformationen  stets  auf  die  Form 

bringen.  Hat  umgekehrt  eine  Form  vorstehende  Charakteristik,  so 
lässt  sie  sich  congruent  m  x^y.^  -\-  ■  ■  ■  -j-  -''rl/r  transformiren-,  sie  ist  also 
symmetrisch. 

ß)  Analog  zeigt  man:  Eine  altcrnireiule,  von  n  Variahelenpaaren 
ahJiängige  hiUneare  Form,  deren  Determinante  vom  Range  r  =  2r  ist 
(9,  c),  hat  die  CharaJderistik 

•  [{ii  ■••}  TT.  TT], 

n  —  r  Stück        2 r  Stück 
lässt  sich  daher  durch  congruente  Transformation  in 

überführen.  Umgekehrt  ist  eine  Form  mit  vorstehender  Charakteristik 
eine  alternirende. 

Folgerungen:  19)  Zicci  symmdrische  oder  alternin nde  Formen  sind 
dann  und  nur  dann  congruent,  uenn  ihre  Dderminanten  gleichen  Rang 
haben. 

Und:  20)  Eine  quadratische  Form  A  kann  in  eine  andere  qua- 
dratische Form  B,  die  von  gleich vidcn  Variahelen  (d)hängt,  dann  und  nur 
dann  durch  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwimleiuler  Dder- 
ntinante  transformid  nerden,  nenn  die  Dderminanten  von  A  und  B 
gUichm  Hang  haben  (68). 


lb'2  §  11-  "7. 

§  11.  Aohnlirlio  und  duale  FornuMi. 

77.  Wir    erledigen  jetzt   für  «ololie  Formen  die   analogen   Fragen, 
die  bei  der  cougruenten  Transformation  der  Formen  auftraten. 
Sind  zwei  Formen 

A  =  ^(1,^2-,  Um,    B  =^hnXiJ(i    (/,  /.•  =  1 ,  2,  .  .  .  n) 

ähnlich,  ist  also  eine  lineare  Substitution  T  vorhanden  derai't,  dass 
symbolisch  (13)  t>  ^  T—^AT 

ist,  so  hat  man  weiter  für 

ii  =  a-i?<i  +  a^?t,  +  •  •  •  +  T„  ?f„ 

E=  T-^ET, 
also  bei  beliebigen  X^   )^ 

X,E+hB=  T-'{k,E+l,A)T; 
die  Schaaren  X^E  -\-  A^yl  und  X^E -\-  X^^B  sind  äquivalent,  die  ET  von 

X^E+X.,A      und       X^E -\- X^B 

stimmen  überein.     Hervorzuheben  ist,  dass  (12,  Gleich.  (16) 

\XJ':  +  X.,B  =   T-i   -   X^E  +  X,A'  ■   T\^\X^E+  X^_A\. 

Stimmen  umgekehrt  die  ET  der  Determinanten  zweier  Schaaren 

;.i  E  +  ;..,  A     und  ;.i  E+X,B 

überein,   so   giebt  es  Substitutionen  S,  J  derart,  dass  bei   beliebigen 

^•1   ^-2  X,E+X.,B  =  S{}.^E-{-X,A)T 

ist  (Theorem  VIII).     Insbesondere  ist  für  ^^  =  1 ,   Ag  =  0 

E=SET, 

S=T-\     B=T-'AI', 

d.h.  A  und  B  sind  ähnlich.  Setzen  wir  vorstehend  Aj  =  A,  A^  =  —  1, 
so  ist  \XE  —  A  die  charakteristische  Determinante  von  A,  \XE—B\ 
die  von  B  fl6),  und  es  gilt  daher  das  Theorem: 

XXL  Zwei  Formen   sind   dann   und  nur  dann  ähnlich,  wenn 
die   Elementartheiler  ihrer  charakteristischen  Deter- 
minanten  übereinstimmen. 
Nimmt  man  in  Theorem  IX 

.7  =  1,       /(  =  0,       a„-=l,      ha^Cof      ^-1  =  ^',      ^-2=— 1> 

80  besagt  dasselbe,  dass  die  Determinante  der  Form 
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;.,  A  -  B  -  ;.  Mx. y„\,  -  [  V^x„ r„%„  +  (X,  y„X-i ) 

a      l ,  -J ,  .  .  .  })i 
besitzt.     \\\v  l)ezeichnpn  jetzt  die  Variabelen 

der  Reihe  nach  mit       ''  '"  '      mi,  •  •  •     m.e^— 


a-. 


") 


^'i  +  'i  +  -  ■    -f'm  — 1  +  1'      •'^'*i  +  'i  +  -  •  ■  +  <m  — 1  +  -J 
WO  _^ L         =      . 

die  Veränderliehen 

ilOj    i  11»  •  •  •    J  1?  «,-  1  ?    i  :;0j    J  i'l,  •  •  •    J  -'>  ',-  1,  •   •  ■:    -i  mO;    J^  ml   •  •  •    J  mj  '„,—1 

bezeichnen  wir  ferner  der  Reihe  nach  mit 
«*,,  H^,-i,...  ?/i;  «,f,4-.-,,  ?f«._,,_i,...?<<r,+i;.. .;  h„,  ?(„_i,  . . .  ?^-f ,,+  . .  .a-.^_j  +  i; 
schreiben  wir  dann  noch  E  für  A,  A  für  B,  so  wird 

E  =  a'i  u^  +  a'o  «ä  +  •  •  •  +  ^»1  "n, 

A  =  (\  (u\  ?<i  4-  •  •  •  +  X,, Ue,)  +  Tjj  (.r„+ 1  ?t,.  o- 1  H [-  a;,, +,,?<,,  +  ,,)+••• 

(^^    i  +  C,„(a-„_^^  +  lU„_,^^l  •  -i-XnUn) 

Da  nun,     wie  oben  gezeigt  wurde,    AjE  —  A     die  ET 

(A-r.y-  ((^  =  1,  2,...>/0 
besitzt,  so  haben  wir  in  A  eine  von  n  Variabelenpaaren  abhängige 
Form,  die,  wenn  bei  gegebenem  «  die  ganzen  positiven  Zahlen  Cj, 
€^, ...  Cm  eine  beliebige  Lösung  der  Gleichung:  c^-}-  e^-}-  ■■•-{-  Cn  =  n 
vorstellen  und  die  Konstanten  r^,  c^,  .  .  .  Cn  willkürlich,  aber  endlich 
gewählt  sind,  eine  charakteristische  Determinante  mit  den  ETn 

(A  -  Cay"     (<y  =  1,  2,  .  .  .  m) 
hat.     Wir  können  dieses  Resultat  so  aussprechen: 
XXII.  Es    giebt    Formen,    die    von    einer    vorgeschriebenen 
Anzahl    von    Variabelenpaaren    abhängen,    und    deren 
charakteristische       Determinanten       vorgeschriebene 
Elementartheiler   besitzen. 
Eine  bilineare  Form  mit  contragredienten  Variabelen    heisst    eine 
elementare  oder  irreducibele,  wenn  sie  weder  zerlegbar  noch  einer 
zerlegbaren  Form  ähnlich  ist.     U.  s.  w.,  wie  in  25. 


•  Dieser  Klammerausdruck   bleibt  weg,    wenn  f ,  =  1  ist,  der  folgende,  wenn 
?,  =  1  ist,  u.  s.  w. 
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Die  Form  A  oben  ist  zerlegbar,  die  charakteristischen  Determinanten 
ihrer  einzehien  Theile  besitzen  nur  je  chirn  ET;  daher  sind  diese 
Theile  selbst  irrreducibel  (48,  Schluss).  Also  ist  A  eine  rcducirte 
Jorni,  wenn  die  j,,  ?t,  als  contragrediente  Variabele  aufgefasst  werden. 

Eine  beliebige  gegebene  Form  .1  kann  in  eine  reducirte  Form  A 
transformirt  werden,  die  zu  ihr  ähnlich  ist;  die  nöthigen  Substitutionen 
liefert  die  Weierstrass'sche  Theorie,  wenn  man  sie  auf  die  Schaar 
X^K+  )^A  anwendet.  Man  erhält  nämlich  Substitutionen  ;S',T  derart, 
diiss  bei  unserer  jetzigen  Bezeichnung 

Aj  E  -\-  l,A  =  S  (^;.i  E  +  A2 .1)  T 
wird  bei  beliebigen  A^    A,;  es  ist  dann 

E  =  SET,     S^T--'] 

d.h.  S  und  T  sind  ähnliche  Transformationen.  Man  kann  auch  zuerst 
auf  Grund  der  Theoreme  XXI  und  XXII  eine  zur  gegebenen  Form  Ä 
ähnliche  reducirte  Form  A  herstellen  und  dann  aus  den  Koefficienten 
von  A  und  A  die  nöthigen  Substitutionen  T~^  T  rational  berechnen 
(S.  66—67).  —  Damit  ist  die  llrtbijdlon  einer  f/cfjchoicn  J>ilincaren  Form 
nt/f  contra  ff  rrdientrn  Varidhelen  wirklich  durchgeführt. 

.4  ist  irreducibel,  wenn  XE  —  A  nur  einen  ET  besitzt;  besitzt 
:  ).  E  —  A  mehr  als  einen  ET,  so  können  wir  eine  zerlegbare  Form  A 
herstellen,  die  zu  A  ähnlich  ist,  d, h.  .1  ist  reducibel.     Also: 

Eine  hUinearc  Form  mit  cont  rag  redienten  Variabelen  ist  dann  und 
nur  dann  irnducihd,  uemi  ihre  charaJderistiscJie  Determinante  einen  ein- 
zigen Elementaiilieiler  hesitzt. 

78.  Wir  nennen  die  Charakteristik  der  Schaar  X^E  -f-  X^A  die 
Charakteristik  der  bilinearen  Form 

A  =  ^ttjk Xi  iik    {i,  /.•  =  1 ,  2, .  ..n) 

mit  contragredienten  Variabelen  und  klassificiren  die  von  einer 
gegebenen  Anzahl  von  contragredienten  Variabelen  abhängigen  bilinearen 
Formen  nach  dem  des  öfteren  angewandten  Principe.  Die  Nonnal- 
f'ormcn  der  einzelnen  Klassen  kann  man  für  die  Fälle  w=  1,2,  3,4 
aus  50  entnehmen,  indem  man  daselbst  in  jeder  zweiten  Form  eines 
Paares  von  Normalformen  die  oben  angegebenen  Umbezeichnungen 
vornimmt  (77).    Man  hat  folgende 

Klassen  bilinearer  Formen  von  2n  contragredienten  Variabelen 

im  Falle 

a)  «  =  1 . 

1.  [1]  :  c^x^u^. 


1. 

liil 

2. 

[(11)] 

3. 

[2] 

1. 

[111] 

2. 

[(ll)l| 

3. 

[(111)1 

4. 

[•2  1] 

5. 

[(2  1)] 

6. 

[3j 

1. 

[1111] 

2. 

[(ll)ll] 

Aehnlicbe  und  duale  Formen.  löö 

h)  n  -  2. 

c)  »  =  3. 

:  <-'i(^V<i+  ^oM-)  +  c^J-iKfi- 

'•  'iC'i  "i  +  j:^H-^  +  J'ifta)- 

:  rj (./j Kl  4-  a'ä <<o)  -f  To ^3 «3  +  JTi ?r, . 

:  'i (:/•, (<!  +  x^K^  +  ^sJ's)  +  ^1  ^'-j • 

:  ^i(./vri  4-  x^u.  +  ^s";i)  +  (-^i"»  +  '-"a) 

d)  n  =  4. 

:  r,  =  Co,  sonst  wie  die  Nonnalform  1. 


3.  [(il)(ll)]:  Ci  =  c.,,    C3=C4 


1. 
1. 
]. 


4.  [(ii  i)i]  :  f\  =  c.=  (3,  ;,        „       „  ., 

5.  [(1 111)]  :  (\  =  c.  =  ^3  =  (U,  „        „       „  „ 

6.  [2  1 1 1        :  ^1  {a\  Kl  +  J-.  (u)  +  Cj  a-3?/3  +  fg  .7-4  u^  +  .i\  lu. 
q  =  Cj,     sonst  wie  Normalform  6. 

^1(^1  "1  +  -^2  "2)  +  C'ii-'y^Z-^  ^i"i)  +  JV'2  +  ^'3^'4- 

'1  =  ''27  sonst  wie  Normalform  10. 

t'i  (Xi  «1  +  J-3  ?(,  +  -^3  "3)  +  ^2 -^4  "4  +    (''1  "2  +  -'"2  "s)- 

r,  =  £',,  sonst  wie  Normalform  12. 

f\  (.'1  "1  +  's  «2  +  'a  ":5  +  -''4  " ») 

+   (.'•lW2+  .'•2»3+•^3"4)• 
79.  Nun  sei   durch 

(2)  i  =  ai.r,  +  Og,- r,  H h  ff,,.r,     (/  =  1 ,  2,  .  .  .  n) 

eine  linrare  Snhstifittion  gegeben,  deren  Determinante  nicht  un- 
bedingt von  Null  verschieden  zu  sein  braucht.  Alsdann  nennt  man 
die  Determinante 


7.  [(21)1] 

8.  [2(11)] 

9.  [(2  1  1)] 

10.  [2  2] 

11.  [(22)1 

12.  [3  1] 

13.  [(3  1)] 

14.  [4] 
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(3) 


—  <7.,,       ).   -  a^^ —  üi 


I      —  a„i         -  rt„2 >.  —  «/.7>   ! 

die  charakteristische  Determinante  der  linearen  Substitution  (2). 
(ileich  Null  gesetzt  liefert  sie  die  charakteristische  Gleichung  der 
linearen  Substituti(»n  (2). 
Es  sei  nun 

(4)  Xi^hucr[  +  hiO-',  -f  •  •  •  +  ?>„.rr„  (/  =  1,  2,  .  .  .  w) 

eine  zweite  lineare  Substitution,  deren  Determinante  nicM  Null  sein 
darf.     Wir  setzen  weiter 

(5)  ^,=  huK  +  ^^^.'3  +  •  •  •  +  &«.i;  («•  =  1,  2, .  .  .  n) 

und    führen    die    congruenten    Substitutionen   (4)    und  (5)  in   (2)  aus. 
Hierauf  lösen  wir  die  transformirten  Gleichungen  nach  den  ^,-  auf;  wir 
erhalten  dann  eine  neue  lineare  Substitution,  die  durch 
(G)  ^;  =  c,,x[  +  c^,x'^  +  •  •  •  +  c„..<  (/  =  1,2,...  n) 

gegeben    sei.     Geht   eine    Substitution  (2)    auf   die    eben   beschriebene 
Weise   durch  lineare    Substitution   in    eine    Substitution  (6)    über,    so 
nennen  wir  die  Substitutionen  (2)  und  (6)  äquivalent. 
Wir  setzen  jetzt 

«i*a'i  +  a2kXt  -\ +  finkXn  =  f{x)k  \ 

und  bilden  die  bilinearen  Formen 

A  =^H^f(x)k  ^^aj-kXjUk    {i,  Z;  =  1,  2,  .  .  .  w), 

Die  charakteristische  Determinante  der  Substitution  (2)  ist  identisch 
mit  derjenigen  der  bilinearen  Form  yl;  das  Gleiche  gilt  für  die  Sub- 
stitution (6)  und  die  Form  G. 

Geht  nun   durch   die   lineare  Substitution  (4)  f{x)i  in  f'{x')i  über, 
80  wird  Ä  durch  (4)  in 

(7)  ^u.f'ixy 

übergeführt;  setzen  wir  nun  noch  in  (7) 

(8)  ^:  =  ?',i«i  +  Z',2«,+  ••■  +  h^„^(„  (i  =  l,  2, . .  .  n), 

so  erhalten  wir  '^   '    /  r^        "^^      1  „>       r 

Nun  sind  aber  vermöge  (4)  und  (8)  die  Variabelen  x,-  und  Ui  contra- 
gredient;   daher   sind  A   und   G   ähnliche   Formen,    weshalb    die  Sub- 


ll  -t-  a2kXi  -I-  •  •  •  -I-  ItnkXn  =  f  \^^)k         .^  ,      ^ 

,  ,  ,  ,.    (    (A;  =  1,  2,  .  .  .  w) 
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stitutioiu'ii  .1  »111(1  (i,  d.h.  ilie  Substitutionen  (2)  und  (6)  (vergl.  11) 
auch  ähnliche  Substitutionen  genannt  werden.  Die  charakteristischen 
Determiniinten  der  Substitutionen  (2)  und  ((>)  sind  aber  bez.  identisch 
mit  denen  der  Formen  .1  und  (i.  Also  gilt  nach  Theorem  XXI 
der  Satz: 

XXIII.  Zwei  lineare  Substitutionen  sind  dann  und  nur  dann 
äquivalent,  wenn  die  Elementartheiler  ihrer  charak- 
teristischen  Determinanten  übereinstimmen. 

Aus    dem  Theortiii  XXII   folgt    ohne  weiteres,    da  \XE—A\  mit 
(3)  identisch  ist: 

XXIV.  Man  kann  für  ein  gegebenes  n  lineare  Substitutionen 
(2)  aufstellen,  deren  charakteristische  Determinanten 
vorgeschriebene  Elementartheiler  besitzen. 

Gehören  zur  Determinante  (3)  die  ET 
(9)  (A-c'o)'«  (<y=l,2,...w), 

so  sagen  wir,  die  lineare  Substitution  (2)  habe  die  Charakteristik 

\{c„...)...(eo,...)...] 
und    klassificiren    —    unter    Zugrimdelegung    des    eben    eingeführten 
Aequivalenzbegriffes  —  in  bekannter  Weise  die  linearen  Substitutionen  (2) 
bei  gegebenem  n.    Die  XorninJ formen  für  die  einzelnen  Klassen  entnimmt 
man  im  Falle  «  =  1,2,3,4  unmittelbar  aus  78. 

Man  hat  z.B.  für  n  =  3: 


^1  =  ^-^1, 

1.  [inj 

:  ^2=  Tjr,, 

l3=^'3^3- 

2.  [(ll)]i: 

Normalform,  wie  bei  1.,  aber  c^  =  (^. 

3.  [(i  1  i)] 

:               „              ,      „         '7      1-7        .'7      t'i=C2='<^3- 

^1=^1-^17 

4.  [2  1]        : 

:  |j  =  ;r,  +  r^x^, 

ls=                    ^-^s- 

5.  [(2  1)]   : 

;  Normalform,  wie  bei  4.,  aber  c,  =  (^  . 

^i-^-iJ^i, 

6.  [3]         : 

;  Co  =  Xj  +  CjJCj , 

|3=                     X-^-fCiXs. 

win  wird. 

wenn   (3)   die   ET  (9)   besitzt,   die   Xormalform 

von  (2)  gleich: 
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wobei  die  Anmerkung  S.  153  zu  berücksichtigen  ist. 

80.  Die  vorstehendea  Betrachtungen  über  lineare  Substitutionen 
lassen  sich  noch  etwas  allgemeiner  gestalten.  Man  dofinirt  nämlich 
eine  lineare  Substitution  auch  wie  folgt:  Es  seien 

t  -^'^  hk  Xi  Uk  ^^^i  ip  (.r), 

zwei  biliueare  Formen  von  je  2n  Variabelen-,  die  Determinante  von  ^ 
sei  nicht  Null.     Dann  ist  durch  die  n  Gleichungen 

(10)  i/-(|),  =  qD(a:),-     (i^\,2,...n) 

eine  lineare  Substitution  gegeben;  man  erhält  sie  in  expliciter  Form, 
durch  Auflösung  der  n  Gleichungen  nach  den  |,-.    Es  werde  alsdann  etwa 

(11)  ii  =  CuXi-]rCiiX.i-\----+CniXn       (*  =  1,  2,  .  .  .  w). 

Die  Determinante  X-^^xl;  -\-  l^(p\  heisst  die  charakteristische  Deter- 
minante der  linearen  Substitution  (10).  Sind  ihre  ET  gleich 
(b„Xi  +  OaL,)""  ((?  =  1,  2,  .  .  .  w?),  so  sagt  man,  die  Substitution  habe 
die  Charakteristik 


(i,  1:  =  1,  2,  .  .  .  n) 


[(.„...)...  (e„,  ...)..  .]. 
Setzt  man  nun  in  (10) 

(12)  Xi  =  SiiOc'i  +  S.2iX2  -\ \-ÜniXn  )     /^  _  J     2  tl) 

(13)  i=.'^i.li+52.-|2  +  -+s-„,ld  '     '"' 
wo  die  Determinante       "^j.  o    c           c      1    n 

y^  m  i>ii  *ii;  •  •  •  ■^nn  —p  '-' 

ist,  und  componirt  das  erhaltene  System  von  n  Gleichungen  w-mal  mit 
irgend  welchen  oi^  Grössen 

tu,  ti  ,■  ■  ■  t„i     (i  =  1,  2,  .  .  .  n), 
deren  Determinante  nicht  Null  sei,  so  erhält  man  n  lineare  Gleichungen 
von  der  Gestalt 

(14)  «^(r),  =  9(^')/     (i  =  l,  2,...n). 
Setzt  man  nun  weiter 

(15)  Ui  =  t,;ni-\-ti2Ui-^--+ti„Uk      (i  =  1,  2,  .  .  .  m), 

dann   geht   durch  die  linearen  Substitutionen  (12)    und  (15)   die  Form 
9  in  9?  =  ^^^(x')iUi,  die  Form  t/>  in  ^  =  ^^%}(x')iu!  über.     Da  nun 


•  Vergl.  Netto,  Acta  math.  Bd.  17,  S.  45. 
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die  Determinante  |Vi  nicht  Null  ist,  und  clicnso  die  Determinanten  der 
Sul)stitutiont>n  (12j  und  (15)  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  auch 
^  nicht  Null.  Die  Determinante  ^^  ist  aher  identisch  mit  der- 
jenigen der  n  linearen  Formen  p{^')i  in  (14).  Also  ist  auch  durch 
(14)    ein»'  lineare  Substitution  gegeben,  dif  »'xplicite 

(in)  i[-=c[.x[-hc^,x;,+  ---]  cL,x: 

lauten  möge. 

Geht  eine  Substitution  (10)  auf  die  beschriebene  Weise  durch 
Substitution  und  Komposition  —  oder  auch  umgekehrt,  da  es  auf  die 
Reihenfolge  dieser  Operationen  nicht  ankommt  —  in  eine  Substitution 
(14)  über,  so  heissen  die  Ijeiden  Substitutionen  (10)  und  (14)  äquivalent. 

Da  die  charakteristischen  Determinanten  der  Substitution  (10)  und 
(14)  mit  den  Determinanten  der  Sehaaren  ).^tp -\- ?..^(p  und  ).^Jj; -\- L,(p 
bez.  identisch  sind,  so  folgt  aus  den  Weierstrass'schen  Theoremen, 
flasft  die  Sätze  XXIII  und  XIV  amh  hei  dieser  Definition  der  lincnren 
Suhsfitidionen  und  der  ÄequivaJenz  zweier  Jinenrer  Suhstitidionen  Woi 
für   TTo/f  f/dti(/  Itleihen;  ebenso  m.m.  das  Folgende  in  79. 

Für  tl^  =  x^iii  -\-  x^u.2  -\ -f  XnUn,  für  Aj  =  A,  L^  —  1  und  für  den 

Fall,  dass  die  Substitutionen  (12)  und  (15)  ähnliche  sind,  gehen  diese 
Betrachtungen,  die  namentlich  in  neueren  geometrischen  Arbeiten  der 
italienischen  Mathematiker  (Segre,  Calo,  Predella  U.A.)  über  die 
Collineationen  zur  Verwendung  kommen,  in  diejenigen  des  vorigen 
Artikels  über. 

81.  Sijid  Ä  und  li  duale  Formen,  so  sind  B'  und  A  ähnlich  (l.'J), 

also  die  ET  von     XE-B'\  und     lE  —  Ä    dieselben  (Theorem  XXI); 

nun    ist    aber    die    Determinante    I XE  —  B'  |    mit    der    Determinante 

\XE  —  B\    identisch;    also    stimmen    die  ET  von     IE  —  yi    und    von 

XE  —  B    überein.     Auch  das  Umgekehrte  ist  giltig.     Also: 

XXV.  Zwei    Formen    sind    dann    und    nur    dann    dual,    wenn 

die  Elenientartheiler    ihrer   charakteristiselien    Deter- 

m  i  n  a n  t e n   ü  1) e r e i  n  s t  i  m  m e n. 

Mit  liücksicht  auf  Theorem  XXI  gilt  also  der  Satz: 

21)  Aehnliche  Formen  sind  stets  auch  dufd,  und  umffelcelni. 

Endlich  folgt  aus  XXV: 
.     22)  Jede  tid inrare  Form  mit  rovfraf/rrdirntru  YariaJicJen  ist  zu  sirli 
seihst  dual. 

Die  Resultate  dieses  Paragraphen  werden  im  Folgenden  vielfache 
Verwendung  linden.  Zunächst  erledigen  wir  die  Frage,  welche  be- 
sondere Beschalfenheit  lineare  Sul)stitutionen  haben  müssen,  um  ge- 
eignet zu  sein,  eine  bilineare  Form  in  sich  selbst  zu  transformireu  auf 
Grund  unserer  Untersuchungen  ül)er  congi'uente  und  ähnliche  Formen. 
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V?  12.  Lineare  Transformationen  der  bilinearen  Formen  in  sich  selbst.* 
1.  Transformationen  ohne  weitere  Beschränkung. 
82.  a)  Es  gehe  die  biliueare   Form 

A  -  ^aa  Xi  ifk     (?,  /.•  ■=  1 ,  2,  .  .  .  n) 

durch  die   linearen  Substitutionen *■•■  1'  und  Q  in  sich    selbst  über,   es 
sei  also  symbolisch  c  1  =  PAO 

wo    c   eine  Konstante    bedeutet,    die    weder    Null    noch    unendlich    ist. 
Setzt  man 

yc  y  c 

so  ist 

FUQo-^^'-A', 

es  besteht  also  dann  immer  eine  symbolische  Gleichung 

(1)  A  =  FAQ, 

wenn  wir  wieder  P  für  Po,  Q  für  Qo  schreiben.*** 

Sind  nun   U  und   F  zwei  ordinäre  Formen,  so  folgt  aus  (1) 
iTJPU--'){'OAV){y--'QT)=  UAV 
oder,  wenn    ^jj^y^  ^^^      UPU-'  =  P„     V-U^V  =  Q, 
gesetzt  wird,  P^A,Q,  =  A,. 

Geht  also  A  durch  zwei  beliebige  Substitutionen  U,  V  in  A^  über, 
durch  zwei  Substitutionen  P,  Q  aber  in  sich  selbst,  so  wird  -4^  durch 
zwei  zu  P  und  Q  ähnliche  Substitutionen  P^,  Q^  in  sich  selbst  trans- 
formirt. 

b)    Sei   wieder   A  =  PAQ,    ferner    E  =  x^y^  -\-  x^y^  -\-  •••  ^nyn, 
dann  ist 
{X,E  +  KP)AQ  =  X,AQ  +  X,PAQ  =  X,AQ  -{-  AX2-A{X,(^  +  hPT)', 

hieraus  folgt  für  den  Fall,  dass  l-4|=j=0  ist, 

X,Q  +  X,E  =  A-\X,E  +  X,P)AQ 
bei  beliebigen   X^   A,.    Die  ScJiaaren  X^E -\- X^P  uml  X-^Q -\- X^E  sind 
also  äquivalent.    Umgekehrt:     Sind  diese  Schaaren  äquivalent,  so  giebt 
es  Substitutionen  A  und  B  derart,  dass 

*  Vergl.  zu  diesem  Paragraphen:  Frobenius,  Grelle 's  Journ.  (78)  Bd.  84, 
S.  29  ff. 

**  Mit  nicht  verschwindenden  Determinanten.  So  immer  im  Flgd.,  wenn 
nichts  Näheres  bemerkt  ist. 

*•*  In  der  Theorie  der  linearen  Substitutionen  werden  zwei  Substitutionen  P  und 
cP  als  nicht  wesentlich  verschieden  betrachtet.  Dieses  ist  auch  später  bei  den 
Betrachtungen  über  die  orthogonalen  und  cyklischen  Substitutionen  zu  beachten. 
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ist,  wo  A  und  7>  niclit  von  ;.,    X,,  abliiin^en  uiul     A   =^0^  B  =^  0  ist. 
Daher  ist  A  (,i  li  ~  K,     AirV, 

{PA  (l  II       P  (A  QU)  -  PK       P^-AB 
und   weiter  p  1  n        I 

Also  ^ilt  der  Satz: 

:^3)  Zicci  Stihstitiitiomn  P  und  V  •''""^  (l(nin  und  nur  dann  gc- 
rif/nct  eine  ordimirc  hilhmire  Form  in  sich  seihst  zu  transformiren ,  wenn 
die  Schnuren  X^E -\- X^P  und  X^(^  +  X^K  dquivcdoit  sind. 

Ist  also  in  ET  zerlegt  etwa 
(2)  A,  £  +  Ao  P   =  (A,  +  c,  A.)"'  (A,  +  Co A.f ...(/,  +  c,„  Xj'", 

dann    hat    man    für     A,  <'^  +  A2£'      nach  Theorem  VIII    folgende    Zer- 
legung in  ET 

X,Q  +  X,E   =    Q    ■  (A.  +  c, Ao)''  (A.  +  c,Xj^ ...(X,  +  c^A^)'- 
Vertauscht  man  nun  in  der  letzten  Gleichung  Aj  mit  A..,  setzt  alsdann 
A,  ==  A,  A,  =  —  1,  so  erhält  man,  da 

O    ■  cV  •  c?        c'"  =  1 
ist,  in  ET  zerlegt  ^     ''     c,  .  .  .  c,,       i 

(3)  ,^_,=(,_iy(A-i)v.(,_A)- 

Setzt  man  aber  in  (2)  A,  =  A,  A.,  =  —  1  und  vergleicht  die  so  erhaltene 
Gleichung  mit  (3),  so  ergiebt  sich  das  Theorem:* 
XXVI.  Damit   zwei    Substitutionen    P  und  Q  geeignet    seien, 
eine  ordinäre  bilineare  Form  in  sich  selbst    zu  trans- 
formiren,   ist    nothwendig    und  hinreichend,    dass    die 
Elementartheiler      ihrer      charakteristischen     Deter- 
minanten    einander    so     zugeordnet    werden    können, 
dass    die    entsprechenden    von    gleichem    Grade    sind 
und  für  reciproke  Werthe  von  A  verschwinden. 
83.  Es    sei    nun  A    eine    singulare   bilineare  Form,    \  A\  sei  vom 
Range  r  und  P,  Q  seien  Substitutionen,  welche  A  in  sich  selbst  trans- 
formiren.    Wir  setzen 

sodass  also 

(4)  E=-E,  +  E._ 
ist.     Alsdann  bestehen  die  Gleichungen 

(5)  E\-E,,    El  =  E\,    E,E,^E,E,^0. 

Die  Form  A  lässt  sich  so  in  A  transformiren,  dass  n  —  r  Variabelen- 
paare  wegfallen  (vergl.  53,  Schluss);   als  Form  von  r  Variabelenpaaren 

*  Frobenius,  1.  c.  S.  31. 
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ist  A  ordinär,  lässt  sich  also  iu  .i\ii^-{- :i\y -{-•■■ -\- XrPr  transformiren, 
wie  an  sich  klar  ist.    Es  giebt  daher  Substitutionen  V,  V  derart,  dass 

E^  =  LA  V 
ist,  und  daher  giebt  es  nach  82  a)  zwei  zu  P  und  Q  bez.  ähnliche  Sub- 
stitutionen Po,  Qq,  die  J^i  in  sich  selbst  trausformiren;  wir  haben  also 
eine  Gleichung  1\F,Q,=  E,, 

aus  der  wegen  (5)  die  Gleichungen 
(6)  {E,  P,E,){E,  Q,E,)  =  E„    {E,P,E,){E,  Q,E„)  =  0 

folgen,    wo    Q,  ö  =  1,  2    sind,    aber    nicht    gleichzeitig    gleich   1    sein 
dürfen.     Setzt  man  kurz  allgemein 

so  hat  man  daher  nach  (6) 

(T)  P,,Q,,=  E„    P,nQ^„  =  0', 

dabei  ist  Pj^  der  Theil  von  Pq,  welcher  die  Variabelen 

Xi,  .  .  .  Xf,       Vu  ■  •  •  Vr 

enthält,  Pj,  derjenige,  der  die  Variabelen 

X-^^,  .  .  .  Xr,      yr  +  i,  ■  ■  ■  yu} 
Pol  derjenige,  welcher  die  Variabelen 

Äv  +  i,  ...a;„,    yi,...yr 
enthält,  u.  s.  w.;  Analoges  gilt  von  Q^^,  Q^^,  .  .  . 

Nun   ist  für   die  Formen  P^^,  Q^^,  aufgefasst  als  Funktionen  der 
Variabelen  x^,  .  .  .  Xr,  yi,  •  •  ■  yr,  wegen  (7) 

I-Pii  +0,      /^u  +0. 
Ferner  folgt  aus  der  Gleichung  Pj^  Q^^  =  0,  da  j  P^^  4=  0  ^^^> 

Q,,  =  0. 
Die   Gleichung  P^^  Q^^  =  0  repräsentirt  nämlich  das  Gleichungssystem 

(8)  l)uiqiy  +  2)^2q2v+   ■■■   +  l>t,rqrr=-  0 

für    jii  =  1,  2,  .  .  .  r,  V  =  r  +  1 ,    r  -\-  2,  .  .  .n   nach    Satz  a)   in   22   und 
Gleich.  (5)  in  10,  wenn 

Pi  1  =2'^'  *  ^' ^* '     ^•^i-  ^2^'  ^  ^'  ^'^ 
gesetzt  wird.    Nimmt  man  aber  für  ein  bestimmtes  v  in  (8)  der  Reihe 
nach  u  =  l,2,  ...r, 

so  hat  man  für  qir,  .  .  .  qr,  als  Unbekannte  r  homogene  Gleichungen  mit 
nicht  verschwindender  Determinante    ^±;?n,  2h2  •  ■  •  l^'-r'^   daher  muss 
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</i»  =  </-►—••  -^  '/'•»  ^  ^ 
sein.     Dies  gilt  für  v  =  r  -{- \ ,  .  .  .  u,  d.h.  Q^^  ist  identisch  Null.     Ana- 
log  zeigt   man,   dass  wegen      (;>,,    4=^^   «^us   der  Gleichung  l'^iQ^       0 

sich  ergiebt. 

Wegen  1\^  =  0  hat  man  aber 

(9)  XE-  F    =    A  ii'i  -  i\,    •   XK,  -  r,,  , 
wegen  (^/^^  =  0 

(10)  '  XE-Q\=   XE,  -  Q,,  i .  I  XE.^  -  Q,,  . 

Aus  (7)  folgt  weiter 

0    =  p-i- 
Vu      -^11    , 

Qyi  ist  also  eine  rationale  Funktion  von  P^^  (15);  sind  daher  q,  c^, . . .  Cr 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

XE,-P,,\  =  0, 
so  sind  nach  IG,  Schluss 

i     i  i_ 

die  W^urjftlu  der  Gleichung 

XE,-  Q,,   =0. 

Nach  (9)  und  (10)  sind  aber  c^,  c.2,  .  .  .  Cr  auch  Wurzeln  von    XE—  P 

und  —  >      > auch  solche  von     XE  —  Q  .    Also  gilt  der  Satz: 

24)  Ist  Ä  singidär,  i  A  vom  Hange  r,  und  sind  P,  Q  Substitiäioncn, 
die  Ä  in  sich  seihst  tmnsformircn,  so  besitzen  die  charalderistisclten  Gleich- 
ungen von  P  und  Q  r  rcciprohe  Wur-cln. 

Folgerung:  Ist  die  Gesaramtzahl  der  reciproken  Wurzeln  dieser 
Gleichungen  r ,  so  ist  ^    < 

Oder  in  Worten: 

25)  Wird  cirw  Form  durch  zwei  Substitutionen  in  sich  selbst  trans- 
formid,  so  kann  der  lintig  ihrer  Ihicrmiminte  nicid  grösser  sein,  als  die 
Anzahl  der  reciprolien  Wurzeln,  icelche  ihre  charalderistisclten  Gleichungen 
haben. 

Daraus  folgt  aber  sofort  der  für  uns  sehr  nichtige  8atz: 

20)  Wird  eine  Form  durch  zwei  Substitutionen  in  sich  selbst  trans- 
formiti,  deren  cluiralderistisclie  Gleichungen  Iceine  reciproken  Wurzehi  haben, 
so  muss  sie  identisch  verschwinden. 

2.  Congruente  Transformationen  allgemeiner  Formen. 

84.  Die  Form  A  gehe  durch  die  congruenten  Substitutionen  P',  P 
in  sich  selbst  über;  dann  können  wir  wieder  symbolisch  geradezu 

11* 
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(11)  .1=PMP 

setzen  (vergl.  82,  Anfang). 

Ist  nun  (t  eine  beliebige  Form,  ist  ferner  \G\=^0,  so  folgt 
aus  (11)  {G' P'(r'--'){(r'AG){<i-''PG)  =  G'AG-, 

8et.t  man  hierin         ^.,^^^.  ^  ^^^     ^_^^^.  ^  ^^^ 

aus  welch'  letzterer  Gleichung 

folgt,  so  erhält  mau  p-  <   7->   _   j 

Wenn  eine  Substitution  P  eine  Form  A  in  sich  selbst  transformirt, 
so  transformirt  jede  zu  P  ähnliche  Substitution  eine  zu  A  congruente 
Form  in  sich  selbst. 

Ist  A  =1=0,  so  ist  vorstehend  auch  ^=|=0;  ist  A  symmetrisch 
oder  alternirend,  so  gilt  das  Gleiche  von  A^. 

Aus  A  =  P'AP  folgt  ferner 

{}i,E -^  l._P')AP  =  A  (X,P  +  X,E); 

ist  daher  l-4|4=0,  so  sind  die  Schaaren  l^E  -\-  LP'  und  H^P -\- X^E 
äquivalent;  nach  Theorem  VIII  sind  aber  auch  die  Schaaren  l^E-^-X^P' 
und  X^E  -\-  hP  äquivalent;  deshalb  sind  auch  die  Schaaren  X^P -\-  X^E 
und  XiE-\-X^P  äquivalent.  Daher  gilt  der  Satz*  (vergl.  den  Beweis 
von  Satz  XXYI  in  82): 

XXVII.  Damit  eine  Substitution  geeignet  sei,  eine  ordinäre 
bilineare  Form  in  sich  selbst  zu  transformiren,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  dieElementartheiler 
ihrer  charakteristischen  Determinante  paarweise  von 
gleichem  Grade  sind  und  für  reciproke  Werthe  von  X 
verschwinden,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  zur 
Basis  (X  +  1)  oder  (X—1)  gehören. 

Der  Vollständigkeit  halber  wollen  wir  noch  einen  Satz  auf- 
führen, der  sich  auf  die  Transformation  einer  singulären  Form  in  sich 
selbst  bezieht,  obwohl  derselbe  keine  weitere  Verwendung  findet.  Er 
folgt  unmittelbar  aus  Satz  24  in  83  für  Q  =  P,  F=  P'  und  lautet: 

27j  Ist  A  Singular,  A  vom  Hange  r,  und  geht  A  durch  die  lineare 
Substitution  P  in  sich  seihst  über,  so  ist  die  cluiralderistische  Eeterminante 
von  F  durch  eine  reciproice  Funktion  r""  Grades  tJieilbar. 

85.  Im  Folgenden  bedürfen  wir  noch  gewisser  Betrachtungen  über 
zerlegbare  Substitutionen. 


Frobenius,  1.  c.  S.  34 
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Sei  P'AP^A  und  1'  in  die  Tlu-il.'  7',,  /',,  zerlegbar;  P^  ent- 
halte die  Variabeleu  , 

P,  die  Variabeleu  ^.^^  y.  (v  =  w/  +  1 ,  '//  +  2, .  .  .  n). 

Setzen  wir  dann  E^^^x^y^  (^  =  1,2,...?»), 

E^=^^Xyy,   (i'=-  7«  +  1,  w  +  2.  .  .  .  h), 
so  ist  für  (j  =  1 ,  2 

P,  =  E,P  =  PE,  =  E,PE,  =  E,P„  =  PpJi;.. 

Aus  i''ylP=yl   folgt   d.iher,    da  J"   und    i'    in    gleicher  Weise    zer- 
legbar sind  (22),  für  (;,  <?  =  1,  2 

J?^^£a  =  E,{P'ÄP)Ea  =  (r,P')^(P^a)  =  iPiE,)Ä{PaEa), 

o^^r,wenn  E,AEa  =  A„„ 

gesetzt  wird, 

P'/4      P  —  /4 

Wir  machen  nunmehr  die  weitere  Annahme,  dass  keine  Wurzel 
der  charakteristischen  Gleichung  von  Pj  zu  einer  Wurzel  derjenigen 
von  Pj  reciprok  ist.  Die  charakteristischen  Gleichungen  von  Pj  und 
Pj',  ebenso  die  von  P,  und  PI  sind  aber  identisch;  aus  der  Gleichung 

P'A    P  =  4 

■*  1  -^12      2  —        12 

folgt  daher  ^^^  _  q^ 

aus  der  Gleichung  j^,        -p  _  a 

-t  .»-^oj  -L^  •"21 

^21=0 

nach  Satz  26)   in   83.     Die  Gleichungen    A^^=  A.^x^^^  besagen,   dass 
A  in  die  Theile  A^^  und  Joo  zerlegbar  ist  (vergl.  83).     Also: 

28)  Wird  eine  Form  durch  eine  zcrlcghare  Stdisiitidioii  in  sich  srlh.<it 
transformirt,  und  imhoi  die  charakteristischen  Gleichungen  der  leiden 
Thede  der  SuhsiHuti<m  heine  rcciprolcn  Wurzeln,  so  ist  die  Form  in  (hr- 
selhen  Weisr  zerleghar,  wie  die  Substitution. 

Noch  zum  Schlüsse  eine  für  das  Folgende  wichtige  Bemerkung! 
Ist  I  yl    =1=  0,  und  man  setzt 

U=A-'A', 
so  ist  U'=AA'-\ 

rAr=(AA'-')  A{A-Ki')  =  A. 
Jede  ordinäre  Form  A  wird  also  durch  die  Substitution 

in  sich  selbst  transformirt. 
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3.  Congruento  Transformationen  der  symmetrischen 
und  altcrnirenden  Formen. 
8(1.  Wir  beweisen  zunächst  den  Satz: 

29)  Jede  SuhdHütlon  U,  wclcJw  eine  symmdriscJic  Form  S  [alteniircnde 
Form  T]  mit  niciif  vcrs(hiri)i(h')id<'r  Ddrrminmifc  in  sich  selbst  ühcrfTüiH, 
und  für  welche  die  Dctrrmimmte  von  E  +  U  [E  —  UJ  nicht  yull  ist, 
lüsst  sich,  utid  zwar  in  nur  einer  Weise,  auf  die  Gestalt 

(12)  f/=(Ä+T)-i(5-T) 
bringen,  wo 

(13)  T-s't^[s~T'^-\ 

eine  alternircmlc  [s>immctrischc]  Form  Imleiäet. 

Seien  zunächst  *S'  und  T  beliebige  Formen,  sei  j  <S  +  T  =|=  ^  U"<^ 
JJ  durch  (12)  defiuirt.     Dann  ist  wegen  (12) 

{S  +  T){E  +U)  =  S-\-T+(S  +  T)U  =  S  +  T+S-T, 

(14)  (S-\-T){E+  U)  =  2S', 
analog  findet  man 

(15)  {S  +  T)(E-  U)==2T. 

Setzen  wir  weiter  voraus,  dass  \S  =}=  0  [  T  4=  0]  sei,  so  ist 
auch  wegen  (14)  [(15)] 

Nun  folgt  aus  (12) 

SÜ+  TU  =S-T, 
T+  TU  =S-SU, 

(16)  T{E+U)     =S(E-U) 

und  hieraus,  da  \E+  f7 ,  =|=  0  [  E—  U  ]^0  ist,  die  Gleichung  (13). 

Umgekehrt  folgt,  wenn 

6'=f=0,     E+  ü,=^0  UT  =^0,  [E-  U'=^0] 
ist,  aus  (13)  die  Gleichung  (12). 

Wir  setzen  nun  endlich  voraus,  dass  die  Substitution  U  die 
symmetrische  bilineare  Form  S  in  sich  selbst  überführe,  dass  also 
symbolisch 

(17)  S=U'SU 

sei;  ferner  nehmen  wir  an,  dass    E -\-  U  =f=  0  sei.    Dann  können  wir 
nach  dem  Vorhergehenden  eine  Form  T  bestimmen  derart,  dass 

U  =  (S  +  T)-'    (S-i-T) 
wird.      Wir    behaupten,    dass    unter    der   über    U   gemachten   Voraus- 
setzung T  eine  alterniremle  Form  ist.     Denn  die  Formen  T  und 
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Io=(is'+  JJ')T{E+IJ) 
sind  congruent;  nun  folgt  aber  aus  (13)  die  Gleichung  (IG);  daher  ist 

T,^{E+  U')S{E-  U)^S-\-  i'S-SU-  U'SU 
od.T  wegen  (17)  T,=  U'S-SU', 

aus  dieser  (ileiehung  folgt  aber,  da  S'  =  S  ist, 

n  =  SU-  U'S, 
aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  endlich 

T  =  —  T 
Also  ist  T^  alternirend,    dasselbe  gilt  von  dem    zu   T^^  congruenten   T, 
und  damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Ganz  analog  beweist  man  den  auf  ein  altemirendes  T  bezüglichen 
Theil  des  Satzes  29)  mittelst  der  Gleichung 

S,==(E-  U')S{E-  Ü)  =  (E-  U')T{E+  U)  =  TU  -  U' T- 
hier  wird  S;,  =  -  U' T  +  TU  =  S,. 

87.  Wir  benützen  das  Vorhergehende,  um  den  Charakter  der 
Substitutionen  zu  ermitteln,  welche  geeignet  sind,  eine  symmetrische 
[alternirende]  ordinäre  Form  in  sich  selbst  zu  transformiren. 

Angenommen  P  genüge  den  Bedingungen  des  Satzes  XXYII. 
Dann  giebt  es  eine  Form  A  derart,  dass 

A  =  P'ÄP 

ist.     Hieraus  folgt  aber 

A'^P'A'P,  A-{-A'=P'(A-\-A')P,  A-A'=P'{A-A')P. 
Es  giebt  mithin  unter  gemachter  Voraussetzung  auch  immer  eine 
symmetrische  Form  S=  A-\-  A'  und  eine  alternirende  Form  T=  A  —  A\ 
welche  durch  P  in  sich  selbst  übergehen.  Aber  es  kann  die  Deter- 
minante von  S  oder  von  T  Null  sein,  ja  es  kann  sogar  vorkommen, 
dass  S  oder  T  identisch  Null  ist.  Es  fragt  sich  aber,  welches  der 
Charakter  einer  Substitution  ist,  welche  eine  ordinäre  symmetrische 
[alternirende]  Form  in  sich  selbst  transformirt. 

a)  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  nehmen  wir  zunächst  einmal 
an ,  dass  die  charakteristische  Determinante  kE  —  P  von  P  nur  für 
einen  Werth  JL  =  £  verschwindet,  dessen  Quadrat  gleich  Eins  ist. 
Alsdann  i.st  «i^^+P,  4=0. 

Ist  nun  S  [T]    eine    ordinäre    symmetrische    [alternirende]    Form,    die 
durch  P  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist  auch 

U=£P  [U  =  -iP\ 
eine  Substitution,    welche    S  [T\    in    sich    selbst    transformirt.     Diese 
Form   U  hat  aber  die  weitere  Eigenschaft,  dass 
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7;+  r  4=0   [7:-  u  h=o] 

ist.     Daher  kann  mau  nach  Satz  29)  in  86 

setzen,  wo  T[S]  eine  alternirende  [symmetrische]  Form  bedeutet.    Setzen 
wir  nun  S  +  T  =  Ä, 

so  wird,  da  S  —  1  =  Ä\ 

iP  =  A-'Ä'     [-6P  =  A-'Ä'\ 
und  weiter 
(18)       A{IE  -  P)  =  kA  -  lA'     [A{;iE  -  P)  =  Ayl  +  eA']. 

Nun    hat    aber    nach    Theorem    XIX    die    Determinante    ^lA  —  eA'  \ 
[  XA  +  eA'  ]  die  ET  von  der  Gestalt 

{X  -  ef"     [(A  -  6^"+^] 
stets  zucinial]   wegen  (18)  gilt  das  Gleiche  von    Is  —  P  .     Also:  Die 
ET  der  Dderminante    XE —P    von  der  Gestalt 

{X-af^    [{x-ty^-  +  ^] 
sind  stets  paarueise  vorhanden. 

b)  Es  sei  nun  P  irgend    eine  Substitution,    welche    eine  ordinäre 
symmetrische  Form  S  in  sich  selbst  überführt,  und  in  ET  zerlegt 

cp{X)=^    XE-P  =<p,{X)cp,{X), 
wo  (pi{X)  das  Produkt  aller  ET  vorstellt,    die   für   X  =  £  (£-=1)  ver- 
schwinden; es  ist  also  ,  ,    , 

dagegen   kann  9-o(— f)  =  0  sein.     Ist  der  Faktor  (pi(X)  von  q}(X)  vom 
»«*®°  Grade  in  X,  dann  sei  Pj  eine  Form  der  Variabelen 

Ä-M,  Vf^ii^-'^,  2,...m) 

derart,  dass  für  E^  =  Xiy^  -f  a'23/2  +  •  •  *  +  ^».Vm,  in  ET  zerlegt, 

XE,-P,   =^,{X), 

und    P2    eine    Form    der  Variabelen   Xy,  yy{y  =  m  -\-\,     m -\- 2,  .  .  .n) 

derart,  dass  für  £",=  2:^+1  ym-i-i  +  •••+^ii«/n,  in  ET  zerlegt, 

XE.-P^\  =  <f,(X) 

wird  (Theorem  XXII).     Dann  ist  nach  Theorem  V,  wenn 

Po=Pi  +  P, 
gesetzt  wird,  in  ET  zerlegt, 

XE  -  P,  =  cf,(X)cp,{X)  =  ^{X)  =  '  XE-P  ', 

daher    sind    die    Formen  Pq  und  P  ähnlich    (Theorem  XXI);    '  Pq     ist 

nicht  Null,  weil     P|=|=0  ist;   also  sind  wegen 

auch  '  Pi     und    P,     von  Null  verschieden. 
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I);i  :il)t.'r  7'j  und  I'  äliiilii-ht'  l'oriiifii  sind,  so  ^iebt  es  mich  S4 
eine  zu  *S'  conj:^ruente  Form  <Sq,  welche  ihiich  J'^  in  sich  selbst  trans- 
formirt  wird.  7*,,  ist  aber  zerlo^])ar,  die  charakteristische  Determinante 
des  einen  Theiles  1\  verschwindet  für  A  =-  f ,  dit?  des  anderen  aber 
nicht  für  X=  —  ==e,  also  sind  die  Formen  J'^  und  <S'„  nach  Satz  28) 
in  85  in  dersclhni  Weise  zerlegbar.  Es  sei  nun  Sq,  so  zerlegt  wie 
F(^,  gleich  »S'j  +  S..  Dann  sind  wegen  >S^  =Jf=  0  auch  S^  =f=  0,  SJ=^  0. 
Da  S  symmetrisch  ist,  so  ist  es  auch  Sq,  und  zwar  müssen  beide 
Theile  von  S^  symmetrisch  sein.     Weiter  ist  (22) 

otler,  da  P'Q  7^        9        9  j_  Q 

P^  O j   7    1    -}-     X^gOo  7    2    =    Uj    -|-    Oo. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  aber,  da  <S\  und  S^  keine  Yariabele 
gemeinsam  haben,       p,^^  P,  =  S,,     P',S,  K  =  S,. 

Die  ordinäre  symmetrische  Form  >S'j  geht  also  durch  eine  Substitution 
Pj  in  sich  selbst  über,  deren  charakteristische  Determinante  nur  für 
A  =  f  Null  ist.  Nach  dem  oben  unter  a)  Gezeigten  sind  daher  die 
ET  dieser  Determinante  von  der  Gestalt  (/l  —  s)-"  doppelt  vorhanden; 
das  Gleiche  gilt  für  die  Determinante  Is  —  P  ,  a  kann  +1  oder  —  1 
sein,  also  sind  die  ET  der  Determinante  ^Xs  —  P  von  der  Gestalt 
{X  —  1)-"  und  (A  +  1)^*  paarweise  vorhanden. 

Für  eine  altemirende  Form  T  beweist  man  analog  mittelst  des 
Resultates  unter  a)  oben,  dass,  wenn 

T=-P'TP,     'T4=0 
ist,  die  charaJderistisehe  Determinante    Xs  —  P    von  P  die  ET  von  der 

doppelt  hcsitzt. 

c)  Wir  behaupten  nun,  dass  die  unter  c)  gefundenen  Bedingungen 
zusammen  mit  denen  des  Satzes  XX VII  nicht  nur  uoth wendig,  sondern 
auch  hinreichend  dafür  sind,  dass  die  Substitution  P  eine  ordinäre 
symmetrische  [alternirendej  Form  in  sich  selbst  transformirt,  dass  also 
folgender  Satz  von  Frobenius  gilt:* 

XXVIII.  Damit  eine  Substitution  geeignet  sei  eine  ordinäre 
symmetrische  [altemirende  ]  bilineare  Form  in  sich 
selbst  zu  transforniiren,  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Elementartheiler  ilirer  charakteristischen 
Determinante     jiaarweise     von     gleichem     Grade     sind 

*  1.  c.  S.  41. 
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uud  für  reciproke  Werthe  versclnviudeii,  mit  Aus- 
nahme derer,  die  für  die  Werthe  +  1  oder  —  1  Null 
sind  und  einen  ungeraden  [geraden]  Exponenten  haben. 

Wir  können  uns  beim  Beweise  auf  die  symmetrischen  Formen 
beschränken,  da  derselbe  für  alternirende  ganz  analog  ist. 

Es  sei,  in  ET  zerlegt, 

wo  g'i(A)  das  Produkt  aller  ET  vorstelle,  die  für 

A  =  -  1 
Null  sind;  ff(X)  sei  vom  m'^°  Grade  in  A.*     Dann  giebt  es  eine  Form 
XAi  -\- A[  der  Veränderliehen 

■'■u,  ?//<(«  =  1,  2,  .  .  .  ))i) 
derart,  dass,  in  ET  zerlegt, 

und  eine  Form  XA.^  —  Al,  der  Variabelen 

X,,  y^{y  =  m  +  1,     m  +  2, .  .  .  m) 

derart,  dass,  in  ET  zerlegt, 

XA^-  A[  =  cp^{X) 
wird.    Denn  wird  z.  B.  tp2{X),  wenn  X  =-~-  gesetzt  und  dann  mit  A?""» 

multiplizirt  wird,  zu  (f'^iXi,  Xo),  so  sind  die  Faktoren  von  g:!  (^n  ^2) 
—  bei  der  durch  (po{X)  gegebenen  Zerlegung  —  paarweise  gleichen 
Grades  und  für  reciproke  Werthe  von  y-  gleich  Null,  die  Faktoren 
von  der  Gestalt  {X^  +  X^Y"-  sind  doppelt  vorhanden,  die  von  der  Gestalt 
(X^  +  ^2)*"+^  in  gerader  oder  ungerader  Zahl;  daher  giebt  es  nach 
Theorem  XX  eine  Form  A^  derart,  dass,  in  ET  zerlegt, 

ist.  Nun  ist  ji^  =1=0?  ^^  9^(0)  =f=0  ist;  ferner  wird  für  Aj  =  A, 
>l2  =  -l  XA,-Ai\  =  cp,{X), 

und  zwar  ist,  in  ET  zerlegt,  '  XA2  —  A'2\  =  (p^{X)  (37).  —  Auch  |  ^ J 
ist  nicht  Null,  ferner  nach  Voraussetzung 

A.  +  Al  4=0,      A,  +  A!,\=^0 

und  somit,  wenn  wir 

A,  +  Ai  =  S„     A,  +  A',  =  S, 

^''^^^'''  S,=  S,  +  S, 

eine  symmetrische  Form,    deren  Determinante    nicht  Null    ist.     Setzen 

wir  daher  weiter 


*  Für  jn  =  0  bleibt  das  Folgd.  mit  selbstverständlichen   Modifikationen   be- 
stehen. 
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so   wird 

A,{).I'\  -  P,)  =  XA,  +  A[,     A.{kK^  -  i;)  =  ;.  A,  -  j;. 

Daher  sind  die  Determinanten  ).]Ji— F^  und  XI%— P^  ,  in  ET 
zerlegt,  gerade  gleich  ^,(A)  bez.  ^^^(A),  mithin  ist,  in  ET  zerlegt,  nach 
Theorem  V 

u:-p,  =«p,(A)(;p,(;.)  =  qp(;.). 

Die  Formen  P  und  P^^  sind  also  ähnlich  (Theorem  XXI),  woraus  zu- 
gleich folgt,  dass  I  Pq  !  4=  0  ^^^-     ^ach  85,  Schluss,  hat  man  aber 

P[A,P,=^^A„ 

"^^^"^  P[A[P,==A[, 

folgt.     Daher  wird  1^' S  P  =  S 

und  analog  P' S  P.  =  S, 

woraus  endlich  (/','  +  P^)(S,  +  6o)(Pi  +  P.)  =  5^  +  -S^  (22)  oder 

■^n  ^0  Pq  =  ^0 
sich  ergiebt.  Es  existirt  also  eine  ordinäre  symmetrische  Form  *Sp, 
die  durch  Pq  in  sich  übergeht.  Xach  <S4  transformirt  daher  auch 
die  zu  Pq  ähnliche  Substitution  P  eine  zu  S^  congruente  Form,  also 
ebenfalls  eine  symmetrische  Form  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante in  sich  selbst,  w.  z.  b.  w. 

88.  Ist  nun  qp(/.)  ein  Produkt  von  Potenzen  linearer  Funktionen 
von  A,  welche  die  in  dem  Theoreme  XXVIII  —  soweit  es  sich  auf 
symmetrische  Formen  bezieht  —  für  die  ET  von  XE — P\  an- 
gegebene Beschaffenheit  zeigen,  dann  giebt  es,  wenn  qr(A)  vom  Grade 
n  in  X  ist,  nach  Theorem  XXIV  in  79  eine  lineare  Substitution  P: 

(19)  Xi  =  Si  iX[  +  SotXi-\ \-Sn  iX'n   (i  =  1 ,  2,  .  .  .  «), 

deren  charakteristische  Funktion,  in  ET  zerlegt,  gerade  (p{X)  ist. 
Daher  giebt  es  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  XXVIII  eine  sym- 
metrische Form  S  von  2)i  Variabelen  a:,,  y,,  welche  durch  die  Sub- 
stitutionen (19)  und 

(20)  iji  =  si ,  y[  -f  Si  iXjl-\ \-  Sn  i  ylt 

in  sich  selbst  transformirt  wird;  dabei  ist  (S'|=4=(>.  Es  sei  nun  <Sy, 
irgend  eine  andere  ordinäre  symmetrische  Form  von  2n  Variabelen; 
dann  sind  nach  7(),  Satz  19)  die  Formen  »S'^  und  S  congi-uent,  und 
es  giebt  daher  (nach  84)  zu  (19)  bez.  (20)  ähnliche  Substitutionen, 
welche  Sq   congruent   in    sich    selbst    transformiren.    Da   nun  aber  die 
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charakteristischen  Detenniiianten  dieser  Su1)stitutioiieu  mit  denen  von 
(19)  und  (20)  in  den  ETn  übereinstimmen,  so  gilt  der  Satz: 
XXIX.  Es  giebt  Substitutionen,  die  eine  gegebene  ordinäre 
symmetrische  I  alteruirende]  bilineare  Form  in  sich 
selbst  transformiren,  deren  charakteristische  Deter- 
minanten vorgeschriebene  Elementartheiler  —  im 
Sinne  des  Theorems  XXVIII  —  besitzen. 

Für  alteruirende  Formen  erledigt  sich  der  Beweis  ganz  analog. 

In  den  Theoremen  XVIII  und  XXIX  kann  man  für  „symmetrische 
bilineare  Form'*  sagen  „quadratische  Form"  (6.'])  und  erhält  so  zicci 
Theoreme  über  quadratische  Formen,  die  namentlich  für  die  Geometrie 
von  ausserordentlichem  Interesse  sind. 

Man  kann  auf  Grund  des  Theorems  XXIX  die  SiihstUntiuncn  Jdassi- 
ficireti,  die  eine  gegebene  symmetrische  bilineare  (quadratische)  oder  alter- 
nirende  Form  in  sich  selbst  transformiren,  indem  man  sich  eines  wieder- 
holt angewandten  Principes  bedient.  Man  setzt  dabei  in  der  Charakteristik 
einer  Substitution  (79)  über  die  Exponenten,  welche  sich  auf  die  Basis 
A  +  1  (A  —  1)  beziehen  ein  —  (+)  Zeichen.  Die  zu  den  einzelnen 
Klassen  gehörigen  Normalformen  erhält  man  aus  79. 

Zum  Beispiel  hat  man  folgende 
Klassen  der  Substitutionen,  ivelche  eine  ordinäre  ternäre  quadratische 
Form  in  sich  selbst  transformiren. 

2.  [iii]   :x^  =  x[,       2-0  =  Ä"I,  x^=-cc'^. 

3.  [i  1  i]  :  a*!  =  x[,       iTg  =  Ä'g,  a-g  =  —  x'^. 

Man  kann  hier  leicht  ternäre  quadratische  Formen  angeben,  die 
durch  vorstehende  Substitutionen  bez.  in  sich  selbst  übergehen.  Durch 
1. —  3.  wird  die  Form  XyX^-\- x\,  durch  4.  die  Form 

x\-\-  2x\—  2x^x.2—  4:Xj^x^ 
in  sich  selbst  transformirt.    U.  s.w. 

§  13.  Orthogonale  und  cyklische  Fornien. 

89.  Zu  den  Substitutionen,  welche  eine  ordinäre  symmetrische 
bilineare  Form  in  sich  selbst  transformiren,  gehören  die  orthogonalen 
Substitutionen.  Ist  nämlich  E  eine  solche  Substitution,  so  hat  man 
symbolisch  (13) 

•  Man  kann  auch  [1  1 1]  schreiben,  da  zwei  Substitutionen  P  und  —  P 
nicht  wesentlich  verschieden  sind. 


Orthoponalo  un«l  cykli«che  Formen.  17.j 

R'~  7?-',  Ji'ji  -  Uli'-  /;,    WEii  =  K; 

R  transformirt  also  die  symmetrische  Form  E  =-  j^y^  -{■  •••  -\- Xnlßn  in 
sich  selbst.     Daher  folgt  sofort  aus  Theorem  XXVIII:* 

XXX.  Die  Elementartheiler  der  charakteristischen  Deter- 
minante einer  orthogonalen  Substitution  sind  paar- 
weise gleichen  Grades  und  für  reciproke  Werthe 
gleich  Null,  mit  Ausnahme  derjenigen,  die  für  +1 
oder  —  1  verschwinden  und  einen  ungeraden  Ex- 
ponenten haben. 
Aus  Theorem  XXIX  aber  folgt  unmittelbar  der  Satz:** 
XXXI a.  Es  giebt  bei  gegebenem  n  orthogonale  Substitutionen 
für  «Variabele,  deren  charakteristische  Determinanten 
vorgeschriebene  Elementartheiler  —  im  Sinne  des 
Theorems  XXX  —  besitzen. 

Auf  Grund  dieses  Theorems  kann  man  die  orthogonalen  Sub- 
stitutionen Llassificireii.  Zu  Xonnalformni  für  die  Substitutionen  der 
einzelnen  Klassen  gelangt  man  mittelst  der  in  §  12  angegebenen 
Xormalformen.  Man  ermittelt  zunächst  eine  quadratische  Form  S, 
die  durch  eine  solche  Substitution  P  in  sich  übergeht  (S.  170— 171); 
alsdann  sucht  man  diejenige  Substitution  G,  die  <S  in  £"  überführt, 
und  tindet  dann  aus  F  und  (i  eine  Substitution  P^,  die  E  in  sich 
selbst  transformirt  (S4,  Anfang). 

90.  Von  besonderem  Interesse  sind  die  rcdUn  orthogonalen  Sub- 
stitutionen, die  wir  in  90  ausschliesslich  in  Betracht  ziehen. 

Es  sei***  Tt  eine  reelle  orthogonale  Form  von  2w  Variabelen  x,,  y,, 
ferner  wieder  E  =  x^^J^-\-  •  ■  ■  -^  x„y„  und  c  eine  Wurzel  der  Gleichung 
XE  —  P  I  =  0.  Sind  dann,  nach  fallender  Grösse  geordnet,  a,  ß,  y,  .  .  . 
die  zur  Basis  ?.  —  c  gehörenden  ET  von  XE  —  li',  so  hat  man  für 
(XE  —  U)-^  eine  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  X  —  c 
von  der  Form 
i^l)  {XE-I{)-'^A(X-c)-"+  B{X-c)— +  '+■■• 

Vergl.  71.     Setzt  man  nun  die  rechte  und  linke  Seite  dieser  Gleichung 
mit  (XE  —  li)  zusammen,  so  kommt 

woraus 


•  1.  c.  S.  48 -^49. 
••  1.  c.  S.  49. 
•••  1.  c.  S.  51  flg. 
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{X  -  cY E  =  .1  (^x  1.  -  H)-\-  B (Ä E -  Ji) (;.  -  f)  H ' 

uiul  für  i  =  f , 

(2)  A  {cE  -  II)  =  0 

folgt.     Ist  nun  für  ]/—  1  •=  i ,  c  =  a  -\-  ib,  so  sei  a  —  ih  =  ?;   ist 

so  sei  ..1,  — /7)\  = -4,    wobei  «,  />,  .4,,  7?,  reelle   Zahlen    und   Formen 
bedeuten.     Dann  folgt  aus  (2)  durch  Vertauschung  von  /  mit  —  / 

(3)  Ä{cE-R)  =  0. 
Es  ist  also  nach  (2)  und  (3) 

AB  =  cA,     ÄR  =  cÄ. 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  weiter 

R'Ä'=cÄ' 
und  hieraus  (AIi)iR' Ä') -^  ccAÄ'', 

nach  Voraussetzung  ist  aber  RR'  -=  E,  sodass  sich 

A Ä'  =  ccAÄ',     ^ .4' ( l  -  cc)  =  0 
ergiebt.     Nun  kann  aber  AA'  nicht  Null  sein  (11,  5),  also  ist 

1  —  cc  =  0,     cc  =  1,     a-+^-=l. 
Daher  gilt  der  Satz*: 

30)  Die  Wurzeln  der  cliarakteristischen  Gleichung  einer  reellen 
otiliogonalen  Suhstitutioti  Jiahen  sämmtlich  den  Modul  1. 

Wir  benutzen  jetzt  die  bekannte  geometrische  Darstellung  com- 
plexer  Zahlen  durch  die  Punkte  einer  Ebene.  Die  Reihe  (1)  convergirt 
innerhalb  eines  gewissen,  um  c  beschriebenen  Kreises  (Convergenz- 
kreis),  c  selbst  liegt  nach  Satz  30)  auf  dem  Einheitskreise.  Wir  be- 
schränken jetzt  die  Veränderliche  ).  auf  das  Stück  der  Peripherie  des 
Einheitskreises,  welches  innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt.  Nun 
ergiebt  sich  aus  (1)  durch  Zusammensetzung  mit 

{)-'R-')-^=XR 
mit  Rücksicht  auf  12,  Schluss, 

(7t"  -  )-^E)-^  =  XRA  (;.  -  c)-"  +  •  ■  • 
Bildet  man  rechts  und  links  die  conjugirte  Form,  so  wird 

(7^  -  }-'E)-^=}.A'R'{k  -  c)-«+  ••• 
Vertauscht  man  hierin  i  mit  —  i,  so  erhält  man,  da  nach  Voraussetz- 
ung /.-i  zu  ).  und  nach  (54)  Satz  30)  c~^  zu  c  conjugiert  complex  ist, 

•  Brio8chi,Liouv.  Journ.  (54)13(1.19,  S.  253;  Schläfli,  Crelle's  J.  (66)  Bd. 65, 
S.  186;  Frobenius,  Crelle's  J.  (78)  Bd.  84,  S.  52;  StickelVerger;  Ueber  reelle 
orth.  Sub.st.,  Progr.  der  eidgen.  polyt.  Schule  für  das  Schuljahr  1877/78  (erstes 
Halbjahr),  Zürich  1877,  S.  HI. 
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(It-  XK)-^^  X-'A' 11' {)-'-€-')-" -]-■■■ 

Hieraus  folgt  durcli  Multiplikation  mit  —  1'^ 

{XE  -  li)  -'  =  A'li'  (-  1)«  -  » c"X"-'{X  -  0""+  •  •  • 

Jetzt  entwickelt  nuui  noch  A"~'  nach   Potenzen  von  X  —  c  und  setzt 

(-l)"-'(=*"-i=rf; 

alsdann  erhält  ni;in  die  Gleichung 

(4)  {^XE -]{)-'  =  ilA'U'iX  -  c)-«+  ••• 

Der  Vergleich  von  (1)  und  (4)  lehrt,  dass 

A  =  dÄ'lV, 
also  _ 

A'-=d{ÄA')Ii' 

ist.   Nun  ist  aber  AÄ' ==  0,  \  IV  4=  0,  also  ist  auch  A^e^  0.    (12,  Anf.) 

Ditterentiirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  A,  so  erhält  mau  (21) 

-  {XE  -  I{)  --  =  -  aA{X  -  c)-"-'  +  •  •  •; 

durch  Zusammensetzung  aber  erhält  man  aus  (1) 

(XE  -l{)-'  =  A\X  -  c) -2«  +  ■  •  • 

Der  Vergleich  der  Exponenten  von  X  —  c  in  den  Anfaugsgliedern  dieser 

beiden  Entwickelungen  von  (XE  —  K)~^  zeigt,  dass 

-  2a  =-a  -1 

oder  . 

a  =  1 

ist;    nach   Theorem  I    ist    dann    auch   /3  =  y=-    =1.     Also    gilt   das 

Theorem:* 

XXXII.  Die     charakteristische     Determinante     einer     reellen 

orthogonalen     Substitution     besitzt     lauter     lineare 

Elementartheiler, 

Haben  zwei  reelle  orthogonale  Formen  72,  und  IL  dieselbe 
charakteristische  Determinante,  so  stimmen  nach  XXXII  die  ET  von 
\XE  —  ll^\  und  \XE  —  Ji^\  überein.  Denn  steckt  {X  —  c)  zur  «**"  Potenz 
in  XE  —  Jv'i  =  XE  —  11^  ,  so  hat  jede  dieser  Determinanten  den  ET 
{X  —  c)  «-mal.     Also: 

y>l)  ZncI  ortliof/onale  Formen  mit  reellen  Kocf'ficienteii  sind  dann 
lind  nur  dann  ä/inlitli,  xann  sie  dieselbe  charakteristisehe  Ihterminante 
haben.** 

*  Frobenius,  I.  c.  S.  53;  Stickel berger,  1.  c.  S.  VII. 

**  Stic  kelberger,  1.  c.  Man  kann  eine  reelle  orthogonale  Form  in  eine  zu 
ihr  ähnliche  reelle  orthogonale  Forai  durch  eine  reelle  oilhogonale  Substitution 
überführen.     Uenn  es  gilt  der  Satz: 

ISind  ztvei  (reelle)  orthog(male  Formen  ähnlich,  so  sind  sie  auch  congruent  und 
lönncn  durch  eine  {reelle)  orthogonale  iiuhi-titution  in  einander  tranxformirt  icerden. 
i^Frobenius,  Crelle's  Journ.  (78)  Bd.  84,  S.  59,  SB  1896,  S.  15.) 
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Ist  7»*  eine  reelle  orthosroniile  vou  2»  Variabelen  iihliänj^ige  Sub- 
stitution (^Form),  so  ist  nach  den  Sätzen  XXX  —  XXXII,  weini  c  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  in  ET  zerlegt, 


■    kE-li={k- e'^0(A - c)-'«^')  ...{X-e' ^.)( 

A  — c— ^(. 

(5) 

2y  Stück 
^  ^;. -nu-1) .  .  .  (A  -  1)(A  +  1)(>1  +  1)  .  . 

•0  +  1), 

wo 

(6) 

6  Stärk                                   r  Stürk 
2q  -{■  (S  -{-r  =  n. 

a) 


Wir  wollen  die  rechte  Seite  von  (5)  mit  g:(A)  bezeichnen;  es 
fragt  sich  dann,  ob  es,  wenn  man  bei  gegebenem  n  in  (p{k)  die  Zahlen 
p,  <y,  T  beliebig,  aber  so  wählt,  dass  (6)  erfüllt  ist,  eine  reelle  ortho- 
gonale Substitution  li  für  2«  Variabele  giebt  derart,  dass,  in  ET  zer- 
legt, gerade  iE  -  R  =  g)(A) 

ist.     Dieses    ist    in   der  That    der  Fall.      Man    betrachte    nämlich    die 

folgende  reelle  orthogonale  Substitution 

Xy  =  cosO'jj-j  —  sinO-^a-g,  .  .  .,  x^^-i  =  coS'9'pa;2p-i  —  s\nQ,,oc2q, 
Xo  =  sinO-^a^i  -f  cosO-j^o,  .  .  .,        x-2o=  sin'9-pir2,,_i  -f  cos'^pa:2,,, 

^2o-|-l  =  ^2(j  +  l   } }  0C2U+O  =  X2u-\-a, 

Das  System   der  charakteristischen  Determinante   derselben   ist  zerleg- 
bar; die  ET  von  ;._cos^i  sin^il 

j     —  sinO-j     A  — cosO-j  | 
sind 

A  — (cosa-j  +  Zsin^i)  =  ;.  -  c'^**'     und     A  — (cos^^  —  isinÖ-J  =  A  -  c"'^', 

u.  s.  w.;    daher    hat    nach    dem    Satze  V    die    charakteristische    Deter- 
minante von  (7)  die  gewünschten  ET.    Also: 

XXXIb.  Es    giebt    bei    gegebenem    n    reelle    orthogonale    Sub- 
stitutionen für  n  Variabelen,   deren  charakteristische 
Determinanten    n    vorgeschriebene    Elementartheiler 
besitzen. 
Nach   dem   Satze  XXIII  kann  jede  reelle  orthogonale  Substitution 
durch    reelle*   lineare  Substitution    auf   die  Nor  mal  form  (7)    gebracht 
werden.** 


•  Und  zwar  durch  reelle  orthogonale  Substitution.    Vergl.  39  u.  S.  175,  Anna. 
•*  Stickelberger,  I.e.  S.V. 
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Dl.  Wir  nenucn  eine  Form  (Substitution) 

^•1  .._  'Vrt.jx.i/t  (/,/.•  -  1,  2,  ...  n) 

eine  cyklische  Form  (Substitution)  m**"  Grades,  wenn  es  eine 
positive,  ganze,  endliche  Zahl  7n  giebt  derart,  dass  die  m'"  Potenz  vonyl 
(15)  gleich*  E  ist.  A  heisst  ein*'  priniitive  cyklische  Form  (Sub- 
stitution) m'*'"  (irades,  wenn  es  keine  Zahl  l<.m  giebt,  für  die^l'^-is  ist. 
Ist  .1  cyklisch  zu''"  Grades,  P  eine  beliebige  ordinäre  Form,  so 
ist  Ji  =  P~^AP  gleichfalls  cyklisch  w**"  Grades.  Denn  es  ist 
77".=  (P-MP)(P-UP)  .  .  .  {P-'^AF) 

=  p-i^i"'P  »  p-^p:p  =  E. 

32)  Ist  A  rinr  cijkUsche  Fortn  in''"  (imdes,  so  ist  jede  zu  A  ähn- 
liche Form  ebenfalls  ei)ie  cyldische  Form  tn'"  Grades. 

Die  cyklische  Form  wi**^°  Grades  A  genügt  der  Gleichung 

A'^-E  =  0. 
Die  Gleichung  ^'"-1  =  0 

hat  aber  bekanntlich  lauter  verschiedene  Wurzeln;  folglich  hat  die 
Determinante  }.E  —  A  nur  lineare  ET  (17,  Satz  8).  Sei  X  —  c  ein 
solcher,  also  c  eine  Wurzel  der  Gleichung  iE  —  A\=0,  dann  ist 
nach  dem  Satze  am  Schlüsse  von  16  c"'  eine  Wurzel  der  Gleichung 

\XE-A"'\  =  \XE-E  =(yl-l)'"=0; 

also  ist  .  "'.— 

(-»«=1,     c  =  Vl. 

Besitzt  umgekehrt  die  charakteristische  Determinante  einer  Form  A 
nur  lineare  ET  und  zwar  nur  solche,  die  für  m^^  Wurzeln  aus  1  Null 
sind,  so  ist  A  cyklisch  m**^°  Grades.     Denn  ist,  in  ET  zerlegt, 

\XE-A\  =  iX-  s,){X  -  fo)  ...(;.-  e„), 
wo  «[."=  l(i  =  l,  2,  .  .  .  >/),  so  ist  für 

die  Determinante  '  XE—B',  in  ET  zerlegt,  ebenfalls  gleich 
(A_£j(A-f,)...(A-6„). 

Also  sind  A  und  B  ähnliche  Formen  (Th.  XXI),  B  ist  cyklisch  ;«*«" 
Grades,  folglich  auch  A  nach  dem  Satze  32. 

XXXIII.  Die   nothwendigen    und    hinreichenden    Bedingungen 
dafür,    dass  A   eine    cyklische   Form    ;«*•='•  Grades    ist, 


*  Ist   E  =  cA"',  so  ist  für  B=  YcA  geradezu  B"  =  E.    Vergl.  die  Anmcrk. 
S  160. 

^!nth,  Klcmentarthciler.  1*2 
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bestehen     darin,     dass     die     charakteristische    Deter- 
minante von  Ä   nur   lineare  Elementartheiler  besitzt, 
und    dass    diese     nur    für  m*"  Wurzeln    aus    Eins    ver- 
schwinden* 
Man  erkennt  leicht,  dass  A  primitiv  rißlisrh  m'^  Gmdcs  ist,  wenn 
nF—A\    nur    lineare    ET    hat,     alle    Wurzeln     von      }iE-Ä\  =  0 
?»''"  Wurzeln    aus    Eins    sind,    und    wenn    sich    unter    diesen  Wurzeln 
mindestens    eine   2>'''W"''^t'  Wurzel   befindet;    und    umgekehrt.      Ferner 
geht  aus  dem  Beweise  von  Theorem  XXXIII  hervor,  dass  man  cyklische 
Formen  ;«*''°  Grades  von  2n  Variabelen  bilden  kann,   die  —  im  Sinne 
des  Theorems  XXXIII   —  vorrjeschriehene  ET  besitzen,   was  wiederum 
zu   einer   Ktassifiktition    der  eiildischcn   Formen   (Sühstitutionen)   bei    ge- 
gebenem 11  und  m  führt.     Wir   gehen    hierauf  jedoch   nicht  näher  ein, 
sondern  geben  noch  einige  Sätze  über  Formen**,  die  zugleich  orthogonal 
und  symmetrisch  oder  zugleich  orthogonal  und  alternirend  sind,  welche 
sich  mittelst  des  Satzes  XXXIII  einfach  beweisen  lassen. 

92.  Sei  zunächst  (symbolisch)  zugleich 

A!=A-^ 
^°^  ^'=  A. 

^''^"^^^^  A^=AÄ=AA-^  =  E; 

A-  ist   also    cyklisch    zweiten    Grades  (91)   und  folglich  hat  \XE  —  A\ 
nur  lineare  ET,  die  für 

fl=  ±1 
verschwinden  (XXXIII).     Also: 

XXXIV.  Ist  eine  Form  zugleich  orthogonal  und  symmetrisch, 
so  sind  die  Elementartheiler  ihrer  charakteristischen 
Determinante  alle  linear  und  verschwinden  nur  für 
+  1  oder  -  1.*** 

Hat  man  aber  gleichzeitig 

A  =  A-\     A'=-A, 
''''^  Ä^=-AÄ^-AA-^^-E 

Setzt  man  daher  i  A  =  B,  so  ist 


*  Diesen  Satz  giebt  Segre,  Mem.  d.  R.  Acad.  d.  Scienze  di  Torino(86),  Ser.II, 
Tom.  37,  S.  6  Anm.  ohne  Beweis.  Vergl.  auch  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (78) 
Bd.  84.  S.16,  SatzVm. 

**  Reelle  oder  nicht  reelle. 
♦**  Frobenius,  Crelle's  Journ.  Bd.  (78)84,  S.  26. 
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B  ulso  fiiu'  cyklisclu'  Korin  /wcitm  Grades;  die  ET  von  ).^K ■{-  ),B\ 
Imbi'ii  iiinli  XXXIII  die  Gestalt  A,  +  X^  oder  X^  —  X^,  also  haben  die- 
jenigen von  XE  —  A  die  Gestalt  X  i  oder  X  +  i,  wie  sicli  sofort  er- 
giebt,  wenn  man  Aj  =  A,  A^  =  /  setzt.  Nun  gehört  aber  nach  XXX  zu 
jedem  ET  X-i  ein  ET  X  +  i.     Also: 

XXXA'.  Ist  eine  l'"orni  orthogonal  und  ul ti-rn  ircnd,  so  sind  die 
Elementartlieiler  ihrer  charakteristischen  Deter- 
minante alle  linear  und  verschwinden  zur  Hälfte  für 
-f  i,  zur  Hälfte  für  —  /.* 

Im  Folgenden  wird  uns  ein  weiterer  Fall  entgegentreten,  wo  eine 
Determinante  nur  lineare  ET  besitzt. 

§  14.   Deflnife  Formen. 
98.  Eine  quadratische  Form 

D^^Oi.XiXk  {i,l:  =  \,2,...n) 

mit  reellen  Koefficienten  ai)c=  at^i  heisst  definit,  wenn  sie  für  reelle 
Werthe  der  homogenen  Veränderlichen  x^\x2\  .  .  .\x„  stets  Werthe 
von  (Icmsdhm  Vorzeichen  annimmt;  sie  heisst  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  dieses  Vorzeichen  4-  oder  —  ist.  Ueber  dehnite  Formen  f'ilt 
folgender  bekannte  Satz  von  Kronecker:** 

33)  Verschwindet  die  definite  Form  D  für  ein  reelles  Wedhesystem 
fi  '  e/  .  .  .  '  c„,  so  hrsfrhen  die  n  Gleichungen 

(1)  a,  1  ti  +  rt;  2  Cä  H h  rt,  n  c„  ■=  0  (/  =  1 ,  2,  .  .  .  n). 

Diese  Eigenschaft  der  definiten  Formen  ist  für  alle  Untersuch- 
ungen über  Schaaren  (juadratischer  Formen,  die  eine  definite  Grund- 
form besitzen,  von  fundamentaler  Bedeutung.  Mit  Hilfe  des  Satzes  33) 
beweist  man  z.  B.  sehr  einfach,  dnss,  venn  A  eine  helichiffe  rv<lU\ 
D  eine  defmifi    (piadnifisrhc  Form   von  n  Varitd/eleti  ist,  die  ('Icirhunfj 

\xA-\-  n\^o 

nur  rrellr   Wurzeln  //^f/***,   vorausgesetzt,  dass  '  XA+ D  z~  0  ist. 

•  Frobenius,  1  c. 
*•  Kronecker,  BM  1868,  S  339. 

•*•  Weierstrass,  BM  1858,  S.  213;  BM  1868,  S.  :i38;  Gundelfinger  in 
Hesse's  Raumgeometrie,  3.  Aufl.  (76),  IV.  Suppl.  u.  in  Gundelfinger-Dingeldey, 
Vorl.  a.  (1  anal.  CJooni.  d.  Kcgolschn.,  Leipzig  1895,  S.  66  — 67. 

12* 
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Wir  gehen  auf  die  Beweise  dieser  Sätze  nicht  näher  ein,  da  sie 
bereits  unter  verschiedenen  Gesichtspunkten  in  Lehrbüchern  behandelt 
sind* 

Ueber  die  ET  der  Determinante  einer  Schaar  der  eben  beschriebenen 
Art  gilt  nun  folgendes  Fundaraentaltheorem:** 
5XXVI.  Verschwindet  die  Determinante  einer  Schaar 

von  quadratischen  Formen  nicht  identisch,  und  ist 
eine  ihrer  Grundformen,  etwa  D,  definit,  so  haben 
die  Elementartheiler  der  Determinante  der  Schaar 
alle  den  Exponenten  1,  mit  Ausnahme  der  zur  Basis  Aj 
gehörigen  ET,  welch'  letztere  auch  den  Exponenten  2 
haben  können. 
Wir  setzen  X^  =  gX,  X^  =  hX  —  \y  wodurch 

X,A  +  X^D  =  {gA  +  liD)X  -  D  =  BX-D 
wird;  dabei  wählen  wir  g  und  h  so,  dass  //  =|=  0  ist  und  \gA-\-hI)\^0 
wird.     Alsdann    entspricht  jedem    ET   {aX^-^-hX.y  yow    \X^A-\-X.2B\ 
ein  ET  {a' X  -  h)'-  von  \BX-D\  (37). 

Wir  untersuchen  jetzt  die  ET  von  XB  —  D\,  und  zwar  wollen 
wir  von  nun  an  unter  B  und  D  die  Polarformen  der  quadratischen 
Formen  B  und  D  verstehen;  wir  setzen  also  (63) 

B  =  B{xy)  =\-2%V-'     ^-■^(*2')=l2l|2"    (' =  1,  2,  •  ■  •  «)■ 

Zur  Basis  X  —  c,  ico  c  4=  0  sei,  mögen  die  E  T  (A  —  €)%  {X  —  c)f, ...  ge- 
hören, wo  e  >/">•••  Dann  hat  man,  wenn  wieder  das  symbolische 
Rechnen  mit  Formen  benutzt  wird,  eine  Entwickelung  (71) 

(2)  (,i,-Z,)-.  =  -i_  +  _|3,  +  _^^,+  .., 

da  die  Formen  B  und  1)  symmetrisch  sind,  gilt  das  Gleiche  von 
F,  G,  H,  .  .  .     Aus  (2)  folgt  für  E  =  x^y^  -\ +  Xnijn 


*  Baltzer,  Determinanten,  6.  Auflage,  Leipzig  (81),  S.  177  ff'.  Gundel- 
finger-Dingeldey,  1.  c.  S.  65  — 67. 

**  Weierstrass,  BM  1858,  S.  207  tf.  (Ges.  W.  Bd.  I,  S.  233\  Vergl.  auch 
Nachtrag  zu  dieser  Abhandl.  BM  1879,  S.  430;  BM  1868,  S.  336  ft'.  (Ges.  W. 
Bd.  II,  S. 42).  Frobenius,  Vierteljahresschrift  der  Naturf.-Gesellschaft  in  Zürich, 
Jahrg.  41,  1896,  S.  20  ff.  Gundelfinger  im  IV.  Suppl.  von  Hesse's  Raum- 
geometrie, 3.  Aufl.  (76)  und  in  Gundelfinger-Dingeldey,  Vorles.  a.  d.  anal. 
G.  der  Kegelschn.,  Leipzig  (95),  S.  67 — 68.  Obiger  Beweis  ist  mit  geringen 
Modifikationen  der,  den  Gundelfinger  am  zuletzt  citirten  Orte  gegeben  hat.  — 
Ueber  verwandte  Sätze  vergl.  Christoffel,  Crelle's  Journ.  (64)  Bd.  63,  S.  256 
bis  272  und  Gundelfinger-Dingeldey,  1.  c,  S.  70  —  75. 
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U-  cyE~F{XB-B)  +  G{XB-  D){k-r)  +  --. 
uml  hieraus,  wenn  man  A  =  r  +  i'  setzt, 
{2^)  Kk''  =-{{€  +  X'^Fli -  FD\  +  X'\{c,  +  X')(rB-  (r  D\  +  X'%c  +  ):)II B-  H D\  + 
Wäre  nun  f  >  1,  so  milsste 

(4)  cFB-FD^O,     FB-j-cdB-  GD==0 

sein.  Da  ferner  {FB  +  ((tB  -  G'7>)'  =  BF  +  cB(r  -  Bd  ist,  so 
folgt  aus  (4) 

{cFB  -  FD)G  -  F(BF-{-  cBG  -  BG)  =  0 
oder 

FBF=0; 

wegen  der  ersten  Gleichung  in  (4)  müsste  also  auch 

FBF=0 
sein.     Setzen  wir  aber 

WO  die  G;  dieselben  Funktionen  der  y,-  bedeuten,  wie  die  a]  der  Xi,  so 
ist  per  def.  ^dD   dF       ^dD  ...     . 

'^''^'''''  F'jy^FD  =  B{ya') 

und  somit  j^.^v       />/      fx 

i  Bi  =  B{aa). 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  wilre  also  I)(aa')  =  0.  Für  Xi  =  yi 
wird  aber  ai'=  a],  sodass  die  detinite  Form  B  für  ic,- =  a,- Null  wäre; 
nach  Satz  33)  wäre  folglich  auch  B{xa)  ^  BF  =  0,  und  somit  auch 
nach  (4)  BF^O. 

Da  aber  F ^=  0  ist,  so  müsste  i?  =  0  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 
Also  ist  c  =  /'=---  =  l  (Theorem  I);  die  ET  von  \XB~B\  mit  der 
Basis  ).  —  c,  wo  c  =}=  0,  sind  alle  linear,  mithin  auch  die  ET  von 
j  A,  yl  4-  X^B     mit  der  Basis  aX^-\-  hX^,  wo  b  =f=  0. 

Wir  nehmen  jetzt  weiter  an,  dass  zur  Basis  X  die  ET  X-,  X^,  .  .  . 
von  \XB  —  B\  gehören,  wo  c!>/'^  •••  Angenommen  c  wäre  grösser 
als  2!  Indem  wir  vorstehend  c  =  0  setzen,  gelangen  wir,  wie  daselbst, 
zur  Gleichung  (3).      Unter    der    gemachten  Vor.iussetzung    muss    dann 

FB  =  FB  -  GB  =  (tB  -  ///)  =  0 
sein.   Aus  FB  =  0  und  GB-  HB  =  0  folgt  aber,  da  FB  =  7^Fu.s. w. 

FBG  =  0, 

sodass,  wegen  FB  —  GB  =  0, 

(i])('r  =  0 

wird.  Aus  der  letzten  Gleiclmng  folgt  aber,  wie  oben,  GB^O  und 
hieraus  BF=0,  was  nicht  sein  kann.  Daher  ist  r  <  2,  und  das 
Gleiche   gilt    für   f,  fj,...  nach  Theorem  I.      Die    ET  von      X]i-B\ 
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mit  der  Basis  /.  haben  uur  Exponenten  „V'  oiler  „2",  und  daher  auch 
die  ET  von  \k^A-{-  X^D]  mit  der  Basis  X^.  —  Damit  ist  Satz  XXXVI 
vollständig  bewiesen. 

Der  Satz  über  die  Realität  der  Wurzeln,  sowie  das  Theorem  XXXVI 
gelten  auch,  wenn  unter  den  Formen  der  Schaar  X^Ä  +  X^Jy  eine  detinite 
ist,  etwa  f/A  4-  hli,  nur  muss  es  dann  im  Theoreme  statt  „Aj"  heissen 
JiX^-;jX/\     (37.) 

Treten  in  einer  Schaar  zwei  definite  Formen  i>',  und  D^,  wo 
nicht  D,  =  coust.  Do,  auf,  so  bringe  man  sie  auf  die  Gestalt 

X,J),+  X,J),. 
Hätte    nun    ein    ET   von    ,  X^Di-{-  X^D.^\    mit    der    Basis    Aj    den    Ex- 
ponenten 2,    so   wäre   XiD..-\-  X-^Di  eine  Schaar    mit    detiniter    zweiter 
Grundform    derart,    dass    {XiD^^ -\-  X^Dil    einen    ET   Ag-    besässe,     was 
nach  XXXVI  unmöglich  ist.     xVlso: 

XXXVII.  Enthält  eine  ordinäre  Schaar  von  quadratischen 
Formen  zwei  (nicht  blos  um  eine  Konstante  ver- 
schiedene) definite  Formen,  so  besitzt  ihre  Deter- 
minante  lauter   lineare   Elementartheiler. 

94.  Da  die  Determinante  einer  Schaar  Aj^l  -\-  X.^!)  bei  definitem  D 
ET  von   der    im  Theorem  XXXVI  angegebenen  Beschafienheit  besitzt, 
so     können     in    der     zu     Aj^  +  X.^D     gehörigen    Weierstrass'schen 
reducirten  Schaar  (65,  Satz  15)  nur  Theilschaaren  von  der  Gestalt 
T,=  X^a„X-a-\-?^haXl  (&a4=0,  ET  :  ü, X, -^  ha X,) , 

T,=  X,aaX^o  (ET:A,), 

T,  =  Ai(2a„X„X„+i  -  AX!)  +  X.gXl      (ET  :  XX) 
auftreten. 

Ist  I  D  I  =}=  0,  so  treten  Theilschaaren  T„  und  Tg  in  der  Reducirten 
nicht  auf;  ist  aber  |  Z)  |  =  0,  so  können  wir  ^  =  -+-1  nehmen;  h  soll 
ebenfalls  stets  reell  gewählt  werden. 

Da  nach  dem  in  93  aufgeführten  Satze  die  Determinante 

\X,A  +  X,D\ 
nur  rcdle  ET  besitzt,  so  wird  nach  dem  zu   Gleichung  (6)    in  65  Be- 
merkten hier 

(5)  X^=V^Xa, 

wo  2io  eine  reelle   Form    der   Variabelen  Xi  vorstellt    und    Sa  entweder 
-|-  l  oder  —  1  ist.     In  einer  Theilschaar  Tg  ist  Sa  =  fo  +  i- 

Nun  setzen  wir  weiter  Xa  für  y})„X„,  was  einer  neuen  linearen 
Substitution  entspricht.  Aus  der  Substitution,  welche  die  Schaar 
X^A  -j-  X.^lJ  in  die  reducirte  AjA  +  A^A  überführt,  und  dieser  zweiten 
Substitution  resultirt  eine  dritte,  bei  welcher  die  neuen  Variabelen  mit 
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den  alten  wieder  durch  lineare  Gleichuni^en  von  der  Gestalt  (5) 
zusamiueidiäii^en.  Wir  kcinnen  also  gleichzeitig  durch  lineare  Sub- 
stitution .1   und    />  auf  die  Gestalt 

bringen,  wo  die  n,,,  a„,  a^  und  li  reell  sind,  und  wo  betrefls  der  A', 
das  oben  Bemerkte  gilt.     Setzen  wir  nun  schliesslich 

Xi=V7^X]     (i  =  l,  2,...»0. 
so    erhalten    wir  A    und  A  als    rrcllr   Funktionen    der    X|,    die    selbst 
rccUr^  unabhängige  Funktionen  der  x,-  sind.     Man    kann,    mit    anderen 
Worten,   durch    eine    reelle  lineare  Substitution  .1  und  D   gleichzeitig 
bez.  auf  die  Gestalt 

A  =^a^,Xir'-i-^anX^'±^(2a,XiXi+,-  hX;-), 

bringen.  Die  e,  in  A  müssen  aber  alle  entweder  +  1  oder  —  1 
sein.  Denn  durch  eine  reelle  Substitution  geht  eine  definite  Form 
wieder  in  eine  definite  Form  gleichen  Zeichens  über.  Ist  nun  z.  B. 
7)  positiv,  so  ist  auch  A  positiv,  und  alle  f,-  müssen  +  1  sein.  Denn 
wäre  etwa  f^  =  —  1,  so  wäre  für  X'  =  1,  Xg  =  0,  Xg  =  0,  .  .  .  A  =  —  1 
gegen  die  Voraussetzung.     Setzt  man  schliesslich  noch 

SO  wird 

2«,x;x;+i - /^x;2=  2x;'x;vi,   x;^^ x7-, 

sodass  wir  zu  folgendem  Resultat  kommen: 

Ist  Ä   eine   beliebige  reelle,  1)  eine   definite    quadnitische  Form,   so 
kann  man  durch  eitie   reelle*   lineare  Substitution  A    und   1)  gleichzeitig 

auf  die  Gestalt 

bringen,    ico  in  ±A  r  Quadrate  auftreten,   wenn   \I)\  vom  Bange  r  ist. 


*  Die  Realität  der  Substitution  lässt  sicli  auch,  wenn  man  die  W.'sche 
Formel  (6)  in  65  nicht  benutzen  will,  mittelst  eines  Satzes  von  Frobcnius  i^SB 
18'J6,  S.  15.  Vcrgl.  die  Anmerk.  2,  S.  175  oben)  darthun.  (Briefl.  Mitth.  dos  H. 
Frobcnius  vom  5.  Sept.  1896.) 
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Einfache  Folgerungen  sind: 

o)  Ist  Ä  eine  Michige  reelle,  D  eine  ordinäre  deßiite  Form,  so 
kanu  man  durch  reelle  limarc  Sidistitiition  fjlcichzcitifj  A  und  J)  auf 
die  Form  .  ,,,   ,        v«   ,  ,        a-ä 

±A  =  Xj  + A1+ +  AI 

bringen .  tco  r  den  lianp  von  ,  .1    bedeutet. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  sich  die  Schaar  ).^Ä  +  Aj,!?,  wenn  eine 
Form  derselben  zugleich  ordinär  und  definit  ist,  durch  eine  reelle  Sub- 
stitution auf  die  Gestalt 

bringen  lässt  (37).* 

b)  Sind  in  zwei  äquivalenten  Schaarcn  reeller  cj^uadratisclier  Formen 

).,  A-\-  X^D     und    ).^Ä  -f  X^i) 

die  Formen  I)  und  1)  ordinär  uml  definit  gleichen  Zeichens,  so  Jcann 
fnan  die  eine  Schaar  durch  eine  reelle,  von  X^  |  Ao  uncthhängige  lineare 
Substitution  in  die  andere  transformiren. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  man  bei  gegebenem  n  aus  Theil- 
schaaren 

1,  =  Aia.X*  +  A,  X|,     lo  =  X,hoXl,     Tg  =  2X,XrXr+x  +  X.^X\ 

eine  Schaar  /,  A  -f  ^  A  zusammensetzen  kann,  in  welcher  A  definit  ist,  und 
deren  Determinante  vorgeschriebene  E  T  —  im  Sinne  des  Theorems  XXXVII 
—  besitzt.  Hierauf  lässt  sich  dann  wieder  eine  Klassifdcation  der  ordi- 
nären Formenpaare  A,  1),  bei  definitem  I),  gründen,  welche  von  einer 
gewissen  Zahl  von  Yariabelen  abhängen.  IT.  s.  w. 

95.   Wir    haben    bisher    nur    ordinäre    Schaaren    X^A-\-X^l)    mit 
einer    definiten     Grundform    D    betrachtet.      Zeigen     nun,     im     Falle 
XiA-\-  /.jD  eine  singulare  Schaar  ist,  bei  definitem  I)  die  Kronecker- 
schen  und  Weierstrass 'sehen  Invarianten   der  Schaar  ein  besonderes 
Verhalten,  und  welches?    Diese  Frage  beantwortet  folgendes  Theorem: 
XXXVIII.  Ist   qp    eine   beliebige    reelle,    a    eine    definite    qua- 
dratische Form  von  M Variabelen  x^.-.Xn,  und  es  ver- 
schwindet   die   Determinante     der   Schaar   Ajijp-f  A^oj 
identisch,  dann  sind  die  Kronecker'schen  Invarianten 
der  Schaar  sämmtlich  gleich  1,  die  Elementartheiler 
des     Koefficienteusystems      der     Schaar     sind     mit 


*  Weierstrass.  BM  1858  und  1868  [Ges    W.]  a.  c.  0. 
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Expont'nten  1   versehen,  mit  Ausnalimr'  der  zur  Basis 
}.^    gelnirig«'!!,     welch'    letztere    auch    Exponenten   2 
haben  können. 
Bciveis.    Sei  die  Schaar  l^q)  -f  l^oj'=  il'  singulär,  |  ^' ;  vom  Range  r; 

(p  und  (0  sollen   die   im   Theoreme   angegebene  Beschallenheit  besitzen. 

Da  j  ^'  I  =  0  ist,  so  sind  die  tt  Formen 


tl'i 


?(i,  qp-f  1,0)) 


OX- 


=  X^(p.  +  LcJi  (<  ==  1,  2,  .  .  .  n) 


durch  n  —  r  =  X  unabhängige  lineare  Relationen  verknüpft.     Sei 

(G)  r',v,+  c,^'2+---  +  r„^.„  =  o 

eine  dieser   Relationen,   und   zwar  sei  dieselbe  vom  Grade  m  in  ).^    ).^, 
also  etwa 

Ci  =  a/A^'  + «;';.;"-»;.,  +  •  •  •  +  «!.'"+*us'  (i  =  i,  2, . . .  n). 

Führen  wir  die  d  in  (G)  ein,  so  erhalten  wir,  da  ^,  =  Aj^p,  +  ^-1«,, 

{  a,f;,  +  ^owjK A-  +  <;.--> Ao  +  «;"A--2;.2  + . . .  +  a^i'^^^n^y 


(7) 


=0. 


+  (A.(^„+ A,«„)[a;Ar  +  «:.'^i'~'^2 +  0?-- A.H  •  •  •  +  a(,;''+^U?] 

Diese  Gleichung   besteht  aber  für  beliebige  Werthe  von  A^  |  Ag',  es 
muss  daher,  wenn  noch 

^  i^y)  =  ?/i<Pi  + \-  Vnfpn, 

(p{a'x)  =  0, 

(p(a" x)  4-  cj{(i'x)  =  0, 

(p{a"'x)-^co(a"x)  =0, 


gesetzt  wird, 
(8) 


g,  («('»+ Da:)  +  (a(a('")ic)      =  0, 

sein,   und   zwar  für   ])eliebige  Werthe  von  a;,,...a:„ 
halten  wir  aber  wegen  der  ersten  Gleichung  in  (8) 

(p{a'a")  =  0, 

wegen  der  zweiten  für  .'r,=  rt' 

(f(aa")  +  (o{aa)  =  0; 

cj(a'a')  =  0. 


ur  Xi  =  a/  er- 


dalier  ist 
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Hieraus  folgt  aber  (93,  Satz  33) 

aia'x)  =  0, 
sodass  wegen  der  zweiten  Gleichung  in  (8) 

(f(a"x)  =  0 

ist.     Ferner  ist  analog 

(p{a"a"')  =  0,     ü(a"«")  =  0,     co{a"x)  =  0,     u.s.w., 

sodass  also 

(p{a'x)  =  (p{a"x)  =  •  •  •  =  (p{a^"'+^)x)  =  0, 

G}{a'x)  =  (o{a"x)  =  •  •  •  =  CO  («('"+!)  i-)  =  0 

ist.     Der  Relation  (7)  zu  Folge  bestehen  also  die  Gleichungen 

(  a'ii'i  +  «2?/'2  + +  aU'n  =  0 

«;>! + «.:'^'2  + +  a;>,=  o 


(9) 


Da  nicht  alle  a^^'>  in  (7)  Null  sind,  so  ist  also  jede  lineare  Relation 
(7)  zwischen  den  i<i,  die  in  Aj  ]  Ao  höheren  als  nullten  Grades  ist,  selbst 
eine  lineare  Verbindung  solcher  linearen  Relationen  (9)  zwischen  den 
^,,  die  von  ?.^  ).„  WiahJiänr/ig  sind.  Sind  nun  7^^  =  0,  R2==  0,  . .  .  Iw  =0 
r'  unabhängige  Relationen  zwischen  den  i/;,,  die  von  Aj  |  A^  nicJd  ab- 
hängen, alle  anderen  linearen,  von  A^  j  Ao  unabhängigen  Relationen 
zwischen  den  ^,  aber  lineare  Verbindungen  dieser  t'  Relationen,  so  ist 
nach  Voraussetzung  r'  nicht  grösser  als  r;  t'  kann  aber  auch  nicht 
kleiner  als  t  sein,  da  sonst  alle  zwischen  den  i^,-  bestehenden  linearen 
Relationen  sich  durch  weniger  als  r  unabhängige  Relationen  linear 
ausdrücken  Hessen.  Folglich  ist  t'=  t;  die  Minimalgradzalilcn  der  Schaar 
X^(p  -\-  A-gW  sind  mithin  alle  gleich  Nidl,  die  Kronecker'schen  In- 
varianten der  Schaar  gleicJi  Eins. 

Das  Gleiche  gilt  für  die  singulare  Schaar  von  symmetrischen 
bilinearen  Formen  Xitpixy)  -f  X^aixy)  =  ip{xy)  (63).  Man  kann  daher 
(p(xy)  und  (o{xy)  gleichzeitig  linear  so  transformiren,  dass  x  Variabele 
aus  jeder  Reihe  von  Veränderlichen  wegfallen.  Die  hierzu  nöthigen 
Substitutionen  sind  reell  und  in  Folge  der  Symmetrie  von  ^{xy)  con- 
griient  (58).  Man  kann  also  die  singulare  Schaar  von  quadratischen 
Formen  Aj^;  +  A^ta  durch  eine  reelle,  von  A^  A^  unabhängige  Substitution 
in  eine  solche  transformiren,  die  nur  noch  n  —  t  =  r  Variabelen  ab- 
hängt. Die  letztere  wollen  wir  mit  k^^  -\-  l^oj  =  yj  bezeichnen;  die 
Schaar  p  ist,  wenn  man  sie  als  eine  von  den  wirklich  in  ihr  auf- 
tretenden   r    Variabelen    abhängige    Schaar    auffasst,    ordinär,    w    ist 
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(lefinit,  wt'il  w  dcHnit  ist,  iilso  li.-ilx'n  alle  ET  von  |il, qp  +  >Ljw| 
Exponenten  1,  bis  auf  die  zur  liasis  A,  gehörigen,  welche  auch 
Exponenten  2  haben  können.  Nun  sind  aber  die  ET  des  Systems  von 
l^i9'  +  ^<"!  identisch  mit  den  ETn  von  |A, g^  +  Aj,w';  daher  haben 
dieselben   in  der  Tliat  die  anj^eijebene  Beschaffenheit. 

Man  kann  nach  94  sin|^uläre  Sehaaren  ).^(f  +  >l,w  mit  detinitem  w 
bilden,  die  von  einer  gegebenen  Anzahl  Variabelen  abhängen  und 
—  im  Sinne  unseres  Theorems  XXXVIII  —  vorf/tschriehcnc  Kron- 
ecker'schc  und  WeierstrassWic  Invari(nüen  besitzen,  sodass  eine 
Klassifikation  der  singulären  Paare  quadratischer,  von  einer  gegebenen 
Anzahl  von  Variabelen  abhängiger  Formen  9;,  co  ]>ei  definitem  a 
möglich  ist.  Die  Paare  jeder  Klasse  ordinärer  Formenpaare  (94)  sowohl, 
als  singulärer  Fornienpaare  können  durch  rcrllr  lineare  Substitution 
auf  eine  Normalform    gebracht   werden,   die  aus  94  zu  entnehmen  ist. 

§  15.   Lineare  Elemeutai'theiler. 

90.  ^Vir  sind  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  wiederholt  Formen- 
schaaren begegnet,  deren  Determinanten  nur  lineare  ET  besassen.  Im 
Folgenden  wollen  wir  uns  nun  mit  solchen  Schaaren  befassen,  deren 
Determinanten  (Koefticientensysteme)  ühcrhaupt  lineare  ET  haben. 
Wir  werden  dabei  eine,  im  Wesentlichen  von  Cauchy*  herstammende, 
Methode  kennen  lernen,  die  Stickelberger**  benutzt,  um  von  einer 
beliebigen  Schaar  tjuadratischer  oder  bilinearer  Formen  diejenigen 
elementaren  Schaaren  abzusondern,  welche  den  linearen  ETn  der 
Determinante  (des  Koefficientensystems)  der  Schaar  entsprechen. 

Nach  dem  in  37  Auseinandergesetzten  kann  man  Untersuchungen 
über  die  ET  der  Determinante  einer  Scliaar  k^A  -f  Aj,!?  zurückführen  auf 
solche  über  die  ET  der  Determinante  einer  Schaar  f—  Xg.  Man  kann 
dabei  die  Umformung  der  Schaar  so  vornehmen,  dass  jedem  zu  einer 
bestimmten  Basis  a).y-\-hl^  gehörenden  ET  des  Systems  von 

\X,A-^X^B\ 
ein  zur  Basis  X  gehörender  ET  gleichen  Grades  desjenigen  von 

entspricht.  Dadurch  werden  viele  Untersuchungen  über  ET  bedeutend 
vereinfacht.  —  Noch  eine  zweite  Bemerkung  werde  vorausgeschickt, 
ehe  wir  die  S ticke Iberger'schen  Entwickelungen  vorführen.     Ist 

fi:xy)  =^a^'.i^^'lf.i    («,  /i  ==  1,  2,  .  .  .  n) 


•  Cauchy,  Eserc.  de  math.  IV  (1829\  p.  140. 

**  Stickelb erger,  a.  S.  174  c.  0.  §  7.    Vergl.  auch  die  Einleitung  zu  dieser 
Arbeit. 
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eine  bilineare  Form  vou  2n  Variabelen,  bedeutet  ferner  fi{xy)  die- 
jenige   Form    von  2 tu  Variabelen,    welche    aus   f  dadurch    hervorgeht, 

dass  man  _ 

Xm+i  =  Xm  +  2  =  •■•  =  x„=  Oy 

!/m+l  =  ?/m  +  2  =  •  •  •  =  ?/n  =  0 

setzt,  dann  kann  man,  wenn  die  Determinante  von  fi[xy)  nicht  Null 
ist,  ))i  lineare  Formen  Ij,  .  .  .  |^  von  x,n-\.i,  .  .  .  x„  und  »i  lineare  Formen 
iji,  .  .  .  r,m  von  ym+i,  ■  •  ■  Vn  SO  bestimmen,  dass 

(1)     /'(a'?/)-/'i(Ti-h^,,  .  .  .  a:„,+  |„;   y^  +  ih,  .  .  .  y,n+  ri„)  =  f.{xy) 

von  x^,.  .  .Xm,  Vi,  ■  ■  -Vm  Unabhängig  ist. 

Dazu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  die  2w?  Gleichungen 

P'=^0,     1^  =  0    (a  =  l,2,  ...wO 

erfüllt    sind.     Führt    man    die  Differentiation   aus,    so  erhält   man  aus 


ihnen 


a  ^m  Cr  =:  n 

a  =  1  a  =  //i  -j-  1 


a  ^m 


«  =  1  (i  =  „i-\-l 


'  Ca  =  l,2,  ...m); 


da  aber  %  +  ^11^22  •  •  •  <^mm  H=  0  ist,  so  kann  man  hieraus  die  i,a{ji]a) 
als  lineare  Formen  der  Xu{ya)  berechnen;  diese  |a(j?a)  erfüllen  die  ge- 
stellte Forderung.  Ist  aaß  =  aßa,  so  werden  die  li  .  .  .  1«  dieselben 
Funktionen  der  Xm-\-ij  •  •  ■  ^n,  "^ie  die  ^1,  .  .  .  ^m  der  ?/;;,-j.i,  . .  .  i|/„. 

a)    Dies    vorausgeschickt,    sei    nun    f   eine    bilineare    Form    von 
2 11  Variabelen  mit  einer  Determinante  \f\  vom  Range  w—  1;  ist  alsdann 

(2)  g  =^ba!iXc,yi    (a,  /3  =  1,  2,  .  .  .  n) 

eine  weitere  beliebige  bilineare  Form  von  2w  Variabelen,  so  ist  wegen 
[/*  =0  die  Determinante  \f_)f, 

für  2=0  gleich  Null.     Setzt  man  in  |/"| 

adj.  aaii=  Aafij 
so  wird  die  Ableitung  von    (—).(}    nach  ).  für  A  =  0  gleich 

(3)  -^K^Äa;i   {a,  ß  =  l,2,...n). 

Die  Determinante  f  —  )•()  ^  ist  also  durch  eine  höhere  Potenz  von  X 
als  die  erste  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  (3)  Null  ist  oder  nicht. 
Genügen  nun  x^,  x^,  .  .  .  x„,  ^/j,  y-i,  ■  ■  ■  Vn  den  2n  linearen  Gleichungen 
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w  wr""-  Ä-"  («"•'S--«)- 

so  siud,  wie  leicht  einzusehen  ist,  die  Produkte  XaUß  proportional  zu 
den  Aa;i.     Ist  daher  tür  diese  ar«,  Ifn 

so  ist  auch  (3)  gleich  Null,  und  X  steckt  zu  höherer  als  erster 
Potenz  in    f  —  Xg  -,   ist  aber  >/>a,-<Xay^=f=  ^N  ^o  verschwindet  (3)  nicht, 

und  X  steckt  in  J  —  X(j    nur  zur  ersten  Potenz.     Dieses  benutzen  wir 
sofort  zum  Beweise  des  Satzes  von  Stickelberger.* 
34)  Wenn  die  lktermin<inte  der  hditudren  Form 
f  ='^iKc,iJ-'uy,i   verschwindet,    und   die    Form   [/  =^ba,iXaij;i   für  jede 

(a,p'^i,...n)  («,,«  =  12,  ...n) 

Lösung  der  Gleichungen 

,V=0'    If^O    («  =  1,2,...«) 

Null  ist,  so  hat  dir  Determinante  f—Xg\  (das  System  von  f—Xg  ) 
keineti  zur  Basis  X  gehörenden  linearen  Flemenfartheiler. 

Beweis.  Der  Rang  von  '•  f  sei  gleich  m-  1;  dann  sind  nicht  alle 
Subdeterminanten  (m  — 1)**°  Grades  von  \f—Xg  durch  X  theilbar. 
Verschwinden  daher  alle  Subdeterminanten  /»**"  Grades  von  f—  Xg '. 
identisch,  so  besitzt  das  System  dieser  Determinante  überhaupt  keinen 
zur  Basis  X  gehörigen  ET.  Ist  aber  f—Xg  vom  Range  m  oder 
einem  höheren  Range,  so  beweisen  wir  den  Satz,  wie  folgt.  Wir 
greifen  eine  Subdeterminante  m^^^  Grades  des  Systems  von  f  heraus, 
deren  Subdeterminanten  {jn  —  1)**°  Grades  nicht  alle  Null  sind;  durch 
passende  Anordnung  der  Variabelen  ar^,  y^  können  wir  bewirken,  dass 
diese    Determinante    w*^"  Grades  gerade  ^±  a„agg ..  .rt,,,,;,  wird.    Seien 

femer  /\  und  g^  die  Formen,  welche  man  erhält,  indem  man  in  f  und 
g  die  Variabelen  j:,„+i,  ■  ■  ■  Xn,  y»,-ri,  ■  ■  •  yn  Null  setzt.  Verstehen  wir 
jetzt  unter  Ji,  .  .  .  x,,,,  y^,  ■  ■  ■  y,n  diejenigen  Werthe  von  jr^,  y^,  welche 
die  Gleichungen 

-^  =  0,     i^=0     («  =  1,2,...;») 

befriedigen,  dann  verschwinden  für  diese  Werthe  von  x^,...x,n,  yi,--ym 
und  für  x',„_|-i  =  •  ■  ■  =  Xn  =  0,  y,u  +  i  =  •  •  •  =  t/,  =  0  die  Ableitungen  von 
f  nach  den  x«,  »/„(«  =  1,  2,  .  .  .  «).  Wir  haben  damit  also  eine  Lösung 
der  Gleichungen  (4).     Für  diese  muss  nach  Voraussetzung  g  =  0  sein. 


•  Stickelberger,  1.  c.  S.XIII,  Satz  VI. 
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sodass  <7i  filr  die  eben  bestimmten  Wertlie  von  .7\,  .  .  .  r,,,,  y^,  .  .  .  ?/„,  Null 
sein  muss.  Nnch  dem  oben  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  ii)  Gesaijten 
steckt  also  A  in  /',  —  X(j^\  zu  höherer,  als  erster  Totenz.  Zum  »gleichen 
Resultate    gelauijen    wir,    wenn    wir    unter  ^  ±''n''""i"'    ^'i"*^    Sub- 

determinante  ;»*''"  Grades  von  /';  verstehen,  deren  siimmtliche  Sub- 
determinanten  (;»  —  !)'''"  Grades  Null  sind,  da  alsdann  der  für  f^  und 
<7,  gebildete  Ausdruck  (3)  Null  ist. 

Ist  daher  X*  die  höchste  Potenz  von  k,  welche  in  allen  Subdeter- 
minanten  m/**^°  Grades  von  /'—  Xg\  auftritt,  so  ist  c>  1;  in  allen  Sub- 
determinanten  (m  —  1)'*"  Grades  von  \f—Xg\  kann  aber  nach  Voraus- 
setzung X  nicht  auftreten;  daher  besitzt  das  System  von  f—Xg\  den 
ETA'  von  höherem,  als  vom  ersten  Grade.  Besitzt  dasselbe  noch  weitere 
ET  mit  der  Basis  X,  so  sind  dieselben  nach  Theorem  I  in  5  vom 
Grade  c  oder  von  höherem.     Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

b)  Derselbe  ist  ein  Specialfall  des  allgemeineren  Theorems  von 
Stickelberger:* 

XXXIX.  Ist    der  Rang   der  Determinante   der   bilinearen  Form 
f  ^"^(laßXay^i  (a,  /j  =  1,  2,  .  .  .  n)  gleich  n  —  /(/>0),  sind 

(5)  X^i,...XnX,     ij,x,-.-yn).{X  =  \,2,...J) 
je  /  unabhängige  Lösungen  der  Gleichungen 

'*)  W.-'''    ^-°     («  =  1,2,...«), 

und  ist  m  der  Rang  des  Systems  der  P  Grössen 

(6)  0.,^yK^x....y^x     C"'!^!'!' ■'M' 

so  hat  die  Determinante  (das  System  der  Determinante) 
\f-X(i,     wo     ff  =  'S^haßXay;i     (« ,  /3  =  1 ,  2,  . .  .  m)  ,     gcuau 
7)1  lineare  Elementartheiler  mit  der  Basis  X. 
Vor  Allem    ist  zu  bemerken,    dass  die  Zahl  m  unabhängig  davon 
ist,  welche   l  linear   unabhängigen  Lösungen   der   Gleichungen  (4)   ge- 
wählt werden.     Wenn   man    nämlich    statt  der  ursprünglich  gewählten 
Lösungen    /    andere    einführt,    so    ist    dies    gleichbedeutend    mit    einer 
linearen  Transformation  der  bilinearen  Form 

^</x X  Uy.  Vi  {'/.,  ;.  =  I,  2,  .  .  .  l)\ 

durch  eine  solche  bleibt  aber  der  Rang  von    g^x  \  ungeändert. 

Ist  m  =  0,  d.  h.  verschwinden  alle  gyx ,  so  behauptet  unser  Satz, 
dass  das   System    von    f—Xg     keinen    linearen   ET    mit   der   Basis  X 

*  Stickelberger,  1.  c.  Satz  VII. 
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besitze.  Da  uUdaun^  ha^i'all^i  li'i'  "//t-  Ijö«un<^en  von  (4)  Null  wird, 
so  ist  dies  in  der  That  nach  »Satz  34)  der  Fall.  Unser  Satz  XXXIX  ist 
daher  für  m  —  0  sc}wn  beiviisoi;  wir  setzen  nunmehr  m  >  0  voraus. 

Geht  durch  linear««  Substitutionen  P,  Q,  welche  für  die  Xa  lineare 
Formen  der  j\i,  für  die  y^  lineare  Formen  der  vi  einführen,  die  Form/* 
in  F -^  ^^a!,>jx!,yli,  die  Form  //  in  ^r  =-^ />,'^. /-.'?/ ^  über,  so  bleibt 
die  Zalil  nt  ungeändert.     Denn  setzen  wir  für  den  Augenl)lick 

und  die  linearen  Formen,  in  welche  die  fa(pc)  und  f(y)a  übergehen, 
bez.  gleich  fa{x')  und  f  iy'),,,  so  sei  für 

Faix')  =   CalfKx')   +   Ca.nix')    +  -  •  ■  +   Ca^x')     \._^     g  ^ 

F(y')a^fh^r{y'\  +  d„,f'iy'\+---+cL„f'(y')J^         '    '■"     ' 

wo  die  Determinanten  ^±  Cjj  .  .  .  c^n  und  ^±  «^n  •  •  •  f^nn  nicht  Null 
sind.  Nun  liat  man  doch,  um  (i-yx,  d.  h.  um  y^x  für  die  transformirten 
Formen  F  und  (r  zu  bilden,  zunächst  die  2)i  Gleichungen  F„{x')  =  0 
und  F(y')(t  =  0  zu  lösen.  Der  Kang  ihrer  Determinanten  ist  ii  —  /, 
ebenso  sind  die  Determinanten  der  Gleichungen /".'(x')  =  0  und /^(^/')a  =  0 
vom  Range  n  —  l,  da  z.B./'  in  y^f^irJ) -\- •  ■  ■ -\-  ynfn{x')  durch  die 
lineare  Substitution  P  übergeht.  Wir  können  und  wollen  daher  als 
Lösungen  x'n,  ...  y[i,  .  .  .  der  Gleichungen  F„{x')  =  0,  F{y')a  =  0 
diejenigen  Werthe  von  rd,  y«  wählen,  welche  den  Werthen  (5)  ver- 
möge der  linearen  Beziehungen  P  und  Q  bez.  entsprechen.  Dann  ist 
aber  geradezu 

Gxl  =^ha,iXaxy';iZ  =^J>a^X„yy^X  =  0*l\ 

die  Zahl  m   bleibt  also  in  der  That  ungeändert. 

Da  ferner  die  ET  der  Systeme  von  ,/"—/</  und  F  —  }.G\ 
übereinstimmen,  so  ist  evident,  dass  unser  Satz  XXXIX  bewiesen  ist, 
wenn  er  für  irgend  eine  zu  f  —  kg  äquivalente  Form  i*' —  kG  bewiesen 
ist.     Nun  zum  Beweise  selbst! 

Sei  von  den  Subdeterminanten  des  Systems  der  y^i  gerade  die 
Determinante  ^^+ 9ufJi' ■  ■  ■  ffmm  von  Null  verschieden.  Dies  kann 
durch  passende  Anordnung  der  Lösungen  (5)  stets  erreicht  werden.- 
Sind  die  Formen  /'  und  //  symmetrisch^  so  kann  man  in  (5) 


X. 

nehmen.     Dann  wird 


/;.  =  1,2,...  h 

\a  =  1,  2,  .  .  .  »/ 
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also 

9>cX  =  (JXx'i 

d.  b.  das  System  der  g^x  wird  symmetrisch.  Ist  nun  von  vornherein  die 
Determinante  ^^±  Qn  •  •  ■  9mm  nicht  von  Null  verschieden,  so  kann  man 
die  bilineare  Form  y  gaß^i^ii'i  durcli  congruente  Transformationen  in 
eine  andere  überführen,  für  welche  jene  Determinante  nicht  Null  wird. 
Dies  geht  unmittelbar  aus  Artikel  7  (vergl.  Satz  6)  daselbst)  hervor,  wenn 
man  die  Elemente  des  Systems  der  g^x  als  ganze  Funktionen  einer 
Variabelen  vom  Grade  Null  auffasst.*  Man  kann  also,  mit  anderen 
Worten,  im  Falle  der  Symmetrie  von  f  utid  g  die  Lösungen  (5)  so 
idihlcu,  dass  XaX'==  VaX  und  ^±  </a  .  .  •  gmm  nicht  Xull  wird. 
Wir  setzen  nun 

für  jii  =  1,  2,  .  .  .  w;  alsdann  wählen  wir  Grössen 

(8)  Ihy,-Pnr\       (?i .,  •  •  •  ^n  v    (^^  =  Wi  +  1 ,   W  +  2,  .  .  .  w) 

ganz  beliebig,  aber  so,  dass  die  Determinanten 

^±Pll-  ■  -Vnn,       ^±(In   ■   ■  -^Inn 

nicht  verschwinden.     Das  ist  immer  möglich,  weil  die  Lösungen  (5) 
unabhängig  sind.     Dann  gehe  durch  die  Substitutionen 

(9)  Xa'=2)alX[-\- \-  PanXn,      ?/a  =  ^a  1  ^/i  H \- qanV'nici  =1,  2 ,  .  .  .  n) 

f—).g  über  in  F— XG,  wo  wieder  F  =^^alpXay\i  u.  s.  w.     Dabei  ist 

y  =  l  0  =  1  0  =  1  Y=l 

y:=n  (I  =  n 

-^(Pra^ayörjö^y 

;  z=l  0  =  1 

Daher  wird,  wenn  mindestens  eine  der  Zahlen  or,  ß  ^  )n  ist, 

(10)  a^,,  =  0, 

da  vorausgesetzt  wird,    dass  die  Grössen  (7)    den  Gleichungen  (4)  ge- 
nügen. 

Nun  hat  man  weiter 

.(11)  K;  =  ^  ^ha^pay.qfix  —  ^  ^ha^iXayyp.  =  g^x 

für  X,  A  =  1,  2,  .  .  .  f)i.     Also  ist 

•  Vergl.  auch  Frobenius,  Crelle's  Journ.  (77)  Bd.  82,  S.  242;  (95)  Bd.  114, 
S.  192.     Gundelfinger,  Crelle's  Journ.  (81)  Bd.  91,  S.  229. 
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^±  ^11  •  •  ■  K,u  ="^±  [fn  •  ■  ■  9mm  4=  0; 

man  kann  daher  nach  deni  zu  Eingang  dieses  Artikels  Gesagten  [vergl. 
Gleichung  (1)J, 

G  -  G^{X[  +  ^,,  .  .  .  Xln  +   tn\       y[  +   In,  ■  •     y'm  +    »Jm)  +  G, 

setzen,  wo  ^i,  .  .  .  im  nur  von 

i/i,.  .  .  »;„.  nur  von  ,  , 

linear  abhängen,  und  wo  G^  nur  von  den  Variabelen  x',„^i,  .  .  .  xl  und 
Vm-ifii  ■  ■  •  y!i  linear  abhängt.     Setzen  wir  deshalb  in  F  —  IG 

/•ION  1  "^1  ~r  ti  °=  ^1  >    X»  -\-  C^  =  X2  ,  .  .  .  X,n  -\-  im'^  X,n,    ^m  +  1  =  ^m+1  j  ■  •  ■  X„  =  Xn  j 
l.'/l  +   '/l  =  2/1",    2/2  +   '/o  =  y",  .   .   .  yln  +  J?m  =  yln,     yln+l  =   !/m  +  l,  •••!/»  =  !/»' 

und   schreiben   dann  wieder  Xa  für  x!J,  y'^  für  //",  so  erhalten  wir,   da 
nach  (10)  die  Form  F  nur  von  xl„j^\,  •  ■  •  xl,  y!n+i  ■■•]]'„  abhängt, 

(13)  -  ;.Gi  +  F- A(?2, 

wo    Gj    von    x[,...x'„,,   1/1,  .  •  •  ?/mj   -^'  und  G.,  aber    von    .r',,^.!,  .  .  .  a:,[, 
y'm-ti)  •  •  ■  y'n  abhängen.     Seiner  Definition  nach  ist  nach  wie  vor 

G^  =^K,i xl y!^     («,  /3  =  1,  2,  .  .  .  m), 
sodass  wegen  (11) 

Gl  '='^ga;ix!.y!i     («,  /3  =  1,  2,  .  .  .  m) 
wird. 

Die  Form  (13)  ist  in  die  Theile  —  XG^  und  F—  IG^  zerlegbar. 
Die  ET  ihres  Koefficientensystems  sind  daher  diejenigen  von  —  XG^\ 
und  die  des  Koefficientensystems  von  F  —  XG^  zusammengenommen. 
Die  Form  —  XG^  kann  nämlich  nicht  identisch  Null  sein,  da  |  G,  =f=  0 
ist.  Die  Determinante  \— XG^  hat  aber  m  lineare  ET  mit  der 
Basis  X.  Kann  man  also  nachweisen,  dass  das  Koefficieutensystem 
von  F  —  XG^  keinen  linearen  ET  mit  der  Basis  X  besitzt,  so  ist  der 
Beweis  unseres  Theorems  geliefert. 

Dieser  Nachweis  ist  aber  mittelst  des  Satzes  34)  erbringlich.  Wir 
zeigen  einfach,  dass  G.  für  jede  Lösung  der  Gleichungen 

(14)  1^  =  0,     t^;=0     (a  =  m  +  l,...n) 

Null  ist.     Dann  giebt  es  nach  jenem  Satze  keinen  ET  A  des  Systems 
von  \F  —  XG^l-     Angenommen  nämlich 

Xm  +  l,  m -f  1 )  •  ■  •  J"n,  m-\-\)       .Vm -  1,  m  +  1 7  •  •  •  !/«,  m  +  1 

wäre    eine  Lösung  von  (14),   für  welche  G«   nicht  verschwände.     Als- 
dann mögen  noch  ,    ^^ 

.a-l,2,...nx 

''■Oft,     tjafi         \  .       ck  I 

\,u  —  1,  2,  .  .  .  nr  • 

die  Zahlen  0  oder  1  bedeuten,  je  nachdem  a  =  ft  oder  cc  =^  u  ist.    Da 
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ist  für  «  =  1,  2, .  .  .  w»,  so  stellen 

Mj  imabhüngige  Lösungen  der  Gleichungen 

dF      ^      dF      ^     ,        .    Q  X 

ä^=0,     —^=0     (a  =  l,2,...n) 

vor;  man  kann  aber  sofort  noch  eine  {m  +  1)*°  Lösung  dieser  Gleichungen 
angeben,  nämlich 

•tl,  m+1)  •  •  •  't'n,  mj       i/l,  m  +  1;  •  •  •  yn,  m  +  l> 
WO 

.'^V,  r?, +1   =  !/,u,  m  +  l   =  0 

ZU  setzen  ist  für  ^i  =  1,2,  .  .  .  m.  Bildet  man  nun  für  die  Formen  F 
und  G  =  (?!  +  (rg  die  Ausdrücke  g^x  und  bezeichnet  dieselben  ent- 
sprechend mit  Gxi,  so  wird 

<?xi  =  K.?.  =  <7x/  (j«,  A  =  1 ,  2,  .  .  .  w), 

ferner 

Gx,  m  +  l  =  G,„4.i,  X  =  0       (x,    ;.  =  1,  2,  .  .  .  W?), 

aber 
da 

tTm+l,  m  +  1  =  G»{Xm  +  l,  m+lj  •  •  •  ^m  +  l,  «?       2/m+l,  m  +  lj  •  •  •  Vtii  +  l,  n) 

nach  Voraussetzung  nicht  Null  ist.  Es  gäbe  daher  eine  Subdeter- 
minante  (w  -f  1)**°  Grades  des  Systems  der  Gy;.,  die  nicht  Null  ist, 
nämlich 

^^+  Gii  .  .  .  (?m  +  l,  m  +  1  =  G/71+1,  m  +  1  •  ^,  ±  ^n  •  •  •  &mm 

=  Gm  +  l,  m  +  1  •  ^  ±  ^11    •  •  •  gmm- 

Das  S^'stem  der  G^;.  hätte  einen  höheren  Hang,  als  den  Rang  m,  was 
nach  dem  zu  Anfang  des  Abschnittes  b)  Bemerkten  nicht  sein  kann. 
Unsere  Annahme  ist  daher  unzulässig,  G^  verschwindet  für  jede  Lösung 
der  Gleichung  (14).  Damit  ist  unser  Theorem  vollständig  bewiesen. 
Wir  haben  soeben  die  Schaar  ^if -^  l^g  in  eine  Schaar  trans- 
formirt,  die  in  die  Theile  ^jF+AoGg  und  AoGj  zerlegbar  ist.  Da 
nun  Gl  =4=  0  ist,  so  lässt  die  Theilschaar  AoGj,  wie  ohne  Weiteres 
klar  ist,  sich  auf  die  Gestalt 

bringen.  Die  hierzu  nöthige  Substitution  lässt  l^F -\-  )^G,^  unberührt. 
Daraus  geht  hervor,  dass  man  in  der  That  mittelst  der  hier  ent- 
wickelten Methode  eine  beliebige  Schaar  Aj/'-f  Ug,  deren  Koefficienten- 
system  q  lineare  ET  besitzt,  in  eine  Schaar  l\-{- T,^-\- •  ■  ■ -\- T„ -\- U 
transformiren  kann,  die  in  die  Theile  T^,  .  .  .  To,  R  zerlegbar  ist,  und 
in   welcher  Tj,  T^,  .  .  .  To  elementare   ordinäre   Theilschaaren  vorstellen 
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(lenirt,  diiss  tli««  ET  von  |  1\  ,  'I\  ,  .  .  .  |  Tp  gerade  jrne  q  linearen  ET 
vorstelltMi 

Wir  hiibtMi  tnis  zum  Schlüsse  mit  (\ou\  Fiille  zu  Ueschiiftigen,  wo 
/"und  g  si/mmetrisehc  bilineare  Formen  sind.  Zuni'udist  erhält  man,  wenn 
man /"und  7  symmetrisch  annimmt  aus  34)  und  XXXIX  zwei  Sätze  über 
(juadratische  Formen  (()«J),  <lie  man  selbst  aussprechen  wolle.  Da  femer 
im  Falle  der  Symmetrie  oben  Xan  =  tfai  angenommen  werden  konnte, 
so  kann  man  hier  die  Transformationen  (D)  congruent  nehmen  so- 
dass F  und  G  ebenfalls  symmetrisch  werden;  die  weiteren  Trans- 
formationen (12)  sind  aber  ebenfalls  congruent  (vergl.  den  Anfang  dieses 
Artikels),  sodass  schliesslich  auch  G^  und  G,  symmetrisch  werden. 
G^  kann  aber  in  x'i'yi  4-  •  •  •  +  '^mHH,  durch  congruente  Transformationen 
übergfführt  werden  (Satz  19  in  76).  Aus  Allem  diesen  geht  hervor, 
(lass  durch  die  oben  entwickelte  Methode  von  jeder  ScJmar  von  quadratischen 
Formen  diejenigen  elementaren  Sehaaren  ahffesjyalten  werden  Jcönnen,  welche 
den  linearen  ETn  ihres  Kocffieicntenst/stcms  entsprechen. 

Wir  haben  in  den  letzten  Paragraphen  —  abgesehen  von  vor- 
stehendem Excurse  über  lineare  ET  —  zahlreiche  algebraische  An- 
wendungen der  Weierstrass'scht-n  und  Kronecker'schen  Theorieen 
gebracht.  W^ir  geben  nun  im  Folgenden  eine  Anwendung,  welche  die 
Weierstrass 'sehen  Entwickelungen  im  Gebiete  der  linearen  Differential- 
gleichungen finden. 

§  16.  Integration  eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen 

mit  konstanten  Koeflicienten.* 

D7.  \N'ir  verstehen    im  Folgenden    unter   j\,  x^,  .  .  .  Xn  Funktionen 

einer    unabhängigen   Veränderlichen   t.      Ist    für    n    solche    Funktionen 

ein    System    von    n    linearen    Ditterentialgleichungen    mit    konstanten 

Koefficienten  gegeben,  so  lässt  es  sich  immer  auf  die  Form 

(1)  2'"'*7?T^-2''''*''*     ii,k  =  l,2,...n) 

bringen,  wo  die  a,*,  hu  Konstante  vorstellen.  Denn  treten  in  den 
gegebenen  Gleichungen  hiihere  Ableitungen,  tritt  z.B.  .J.  auf,  so  setzt 
man  ,i ,. 

dt       ^" 
^^'«^"^•^^^  d-x,_dj, 

dt*~~'di 
wird.      Dadurch    erhält    man    ein  System  von    n  -\-  1   Gleichungen    für 
??  +  1   Funktionen  x^,  .  .  .  Xi,  sf,,  .  .  .  x„,    in   wrlcht-m    nur   die  erste  Ab- 
leitung von  x'i  auftritt,  u.  s.  w. 

*  Weierstrass,  (Jos.  W.  Bd.  II,  S.  Tö  — 76. 
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Wir  köunen  erstens  voraussetzen,  dass  die  n  Gleichungen  (1)  un- 
(ih)i(itufl(f  sind;  zweitens  düi'fen  wir  voraussetzen,  dass  sich  unser 
System  (1)  in  kein  anderes  umformen  liisst,  in  dem  u-cnigcr  als  ii  un- 
bekannte Funktionen  Xi  von  t  auftreten. 

Nun  eomponiren  wir  das  System  (1)  mit  n  unbestimmten  Kon- 
stanten //i ,  y« ,  .  .  .  lln-     ^Vir  erhalten  dann 


^aikXiyk  =  (p{xy),     ^&a- x,- //a-  =  ^(xy)     {i,]c  =  1,2,  .  .  .  ii) 


oder,  wenn  wir 

1 

setzen, 

(2)  ^P-H->J)- 

Die  Determinante  der  bilinearen  Form  (f{xy)  der  Veränderlichen 
a"i,  .  .  .  a;„,  //i,  ■  •  •  y^  ist  nicht  gleich  Xull.  Wäre  nämlich  cp  =0, 
dann  könnte  man  den  unbestimmten  Grössen  y^  solche  Werthe  6^. 
geben,  dass  <p{xh)  =  0 

wäre.     Dann  wäre  nach  (2) 

(3)  n^{xh)==o. 

Wäre  nun  i.'{xh)  für  alle  Waihe  von  x^,  Xo,  .  .  .  x„  Null,  so  bestände 
zwischen  den  Gleichungen  (1)  eine  lineare  Relation,  was  gegen  unsere 
erste  Voraussetzung  Verstössen  würde.  Daher  ist  ilf(xh)  in  den  iC/  nicht 
identisch  Null.  Man  kann  also  vermöge  (3)  eine  der  Funktionen  Xi  durch 
die  übrigen  «  —  1  linear  ausdrücken.  Unter  der  Annahme  \(p\  =  0  Hesse 
sich  mithin  das  Gleichungssystem  (1)  in  ein  solches  umformen,  das 
nur  n  —  1  unbekannte  Funktionen  Xi  von  t  enthält,  gegen  unsere  zweite 
Voraussetzung.  Die  Determinante  von  (p  ist  also  von  Null  verschieden. 
Wir  können  daher,  wenn 

(X  -  Ci)%     (;.  -  cj^, .  .  .  (A  -  c„,)^m 

die  sämmtlichen  ET  der  Determinante  Xq)  —  ip  \  vorstellen,  nach 
Artikel  46  (Schluss)  durch  lineare  Substitutionen  ff{xy)  und  if(xy) 
gleichzeitig  bez.  in 

überführen.     Dabei  ist 

{Xo  Ya\  =^Xaf,  Yov     (^  -r  V  =  e„—  1), 

und  {XaY„),^—i  für  eo  =  l  gleich  Null  zu  setzen;  ferner  ist 

Ci  +  ßg  H \-  e„,  =  n. 
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Durch  diese  Substitution  geht  die  Gleichung  (2)  in 

<lt 
über.     Ausführlicher  lautet  diese  Gleichung 

NuTi  gilt  aber  die  Gleichung  (2)  für  beliebige  Werthe  von 

also    gilt  Dasselbe  für  die  Gleichung  (4)  und  die   1',»,    und  es   folgen 
daher  sius  (4)  die  w  Gleichungen 

((j=l,2,...wO- 

Dieses  System  von  w  linearen  DitVerentialgleichungen,  in  welches 
wir  das  gegebene  umformt  haben,  zerfällt  in  )n  Gruppen  von  Gleichungs- 
systemen; jede  Gruppe  entspricht  einem  ET  von  Jl  qp  —  ^  I  und  ent- 
hält soviele  Gleichungen,  als  der  Exponent  des  zugehörigen  ETs  angiebt. 

Dasselbe  kann  aber  sofort  integrirt  werden.  Setzen  wir  nämlich 
in  (5)  kürzer 

so  erhalten  wir 

(6)        '^-'—cX,,    ^^^  =  rX+X„...    ^  =  rX.+  X._,. 

Nun  bedeute  c  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen;  multiplicirt  man 
jede  der  Gleichungen  (6)  mit  e~'^',  so  ergiebt  sich 

und  hieraus  durch  Integration  der  ersten  Gleichung,  wenn  A^,  Ao,  .  .  . 
Konstante  bedeuten,  v  _    i    ^a 

wegen  der  zweiten  Gleichung  in  (7)  somit 

dt         -^1^  ^1' 

und  weiter  durch  Integration 

X,=  (A,t+A,)e^^; 
analog  folgt 

^S^^^A,t  +  A,,    X,^[^^f--\-.UJ  +  A,)c^^, 

u.  s.  w.,  schliesslich 
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So  verfährt  mau  mit  jeder  der  »i  Gruppen.  Damit  ist  das  System  (5) 
integrirt,  aber  auch  wegen  des  bekannten  linearen  Zusammenhangs 
zwischen  den  X«,^  und  Xt  das  System  (1).  Die  Konstanten  Aj,A^,... 
sind  die  Werthe,  die  Xj,  X,,  .  .  .  für  t  =  0  annehmen.  Vermittelst 
eben  dieser  linearen  Gleichungen  kann  man  also  auch  die  Konstanten 
A^,  A^, .  .  .  aus  den  "NVerthen  berechnen,  die  JCy,  ^r^,  •  •  ■  Xn  für  t  =  0 
annehmen  sollen. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Integration  unseres  Systems, 
wenn     Xcf  —  U'    nur  lineare  ET  besitzt.     Alsdann  ist 

Cj  =  Cg  =  •  •  •  =  €n  =  Ij 

und  man  erhält  n  Gleichungen  von  der  Gestalt 

"rfF  ""  ^    1'    ~dt  -  ^  ^^2»  •  •  •  -JT  ~  ^"^^"^ 
und  hieraus 

Xi==J,e«'',     X^  =  A,e'-', .  .  .  X,  =  .-l„eV. 

Nach  dieser  Anwendung  der  ET  in  der  Analysis  geben  wir  eine 
grössere  geometrische  Anwendung  der  ET,  bei  welcher  namentlich 
die  Resultate  des  §  11  über  ähnliche  Formen  benutzt  werden.* 


§  17.  Klassifikation  der  Colliiieationen  in  einem  Räume 
beliebig  hoher  Dimension. 

98.    Wir   betrachten   zwei   w-dimensionale   Räume   R   und  jR',   in 
denen  wir  uns  lineare  Coordinaten  eingeführt  denken.     Unter 


•  Im  Anschluss  an  obige  Entwickelungen  von  Weierstrass  sind  zu  nennen 
die  Arbeiten  von  Hörn:  Ueber  ein  System  lin.  partieller  DifFgl.,  Actamath.  Bd.  12; 
Beiträge  zur  Ausd.  der  Fuchs'schen  Theorie  u.  s.  w.,  Acta  math.  Bd.  14;  Ueber 
Systeme  lin.  Ditfgl.  mit  mehreren  Veränderl.,  Habilitationsschrift  der  Univ.  Frei- 
burg, 1890  (Berlin,  Mayer  u. Müller);  Zur  Theorie  der  Systeme  lin.  Diffgl.  mit  einer 
unabh.  Veränderi.,  Math.  Ann.  (91)  Bd.  39  u.  (92)  Bd.  40 ;  Zur  Integr.  der  Systeme  tot.  lin. 
DifFgl.  mit  zwei  unabh.  Veränderl.,  Math.  Ann.  (92)  Bd.  42;  Ueber  die  Reihenentw. 
der  Integr.  eines  Systems  von  Diftgl.  u.s.w.,  Grelle 's  Joum.  (96)  Bd.  116  u.  (97)  Bd.  117 
(S  104  u.  S.  254).  —  Durchweg  verwendet  die  ET.  Sau  vage:  Theorie  gen.  des 
systemes  d'equations  differ.  lin.  homog.,  Paris,  Gauthier- Villars,  1895.  Eine 
wichtige  Anwendung  finden  die  ET  im  Gebiete  der  linearen  Diffgl.  in  der 
Theorie  der  Fundamentalgleichung.  Vergl.  hierzu  das  Lehrbuch  von  L.  Heffter: 
Einleitung  in  die  Theorie  der  lin.  Diffgl.  mit  einer  unabh.  Variablen,  Leipzig  1894, 
Kapitel  XI  n.  ff.  Daselbst  findet  man  die  weiteren  hierher  gehörenden  Litteratur- 
angaben,  denen  wir  noch  den  Hinweis  auf  Schlesinger,  Bemerk,  zur  Theorie 
der  Fundamentalgl. ,  Cr  eile's  Joum.  (95)  Bd.  114  hinzufügen.  —  Endlich  heben 
wir  noch  eine  Anwendung  des  Theorems  XXXVl  auf  ein  physikalisches  Problem 
hervor,  die  Weierstrass  [BM  1858,  S.  207  ff.  (Ges.  W.  Bd.  I,  S.  233  ff.)]  gegeben  hat. 
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1         2     •   •   •     ^n  +  1 

verstehen  wir  allgemein  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  x  von  J{, 
unter  tt||  Mj  I  •  •  •  i  w'„-f-i  homogene  Coordinaten  einer  Ebene  u'  von  7^'.* 
Zwischen   den   Kilumen  Ji  und   7."   wird  dann   durdi  eine  Gleichung 

(1)  y^aikX,ii\^^0     (/,/:=  1,2,...  n  +  1) 

eine  collineare  Beziehung  hergestellt,  vermöge  welcher  dem  Punkte  x 
von  7i  der  Punkt  x    von  7i"  mit  den  Coordinaten 

(2)  9Xk=^aikXi 

und  der  Ebene  (('  von  7i"  die  Ebene  u  von  7i  mit  den  Coordinaten 

(3)  (iUi  =  ^aikii'k 

k 

entspricht,  wo  q  und  o  weder  Null  noch  unendlich  sind. 

Ist    die    Determinante   .1    der    bilinearen    Form     >^aa-^i?'-t    nicht 

Null,  und  ist  in  A  „.i:    „  j 

'  adj.  aik  =  Aik, 

so  folgen  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  bez.  Gleichungen 

(4)  rx.  =  y^Anx'k 
und  ^ 

(5)  au'k  =  VJ.i  Ui, 

i 

WO  T  und  CO  endlich  und  nicht  Null  sind;  (4)  stellt  die  Umkehrung 
der  Beziehung  (2),  (5)  die  der  Beziehung  (3)  vor.  Die  beiden  Be- 
ziehungen (4)  und  (5)  werden  gleichzeitig  durch  die  bilineare  Gleichung 

^^ikXkiii=  0 

dargestellt.  Einem  linearen  Gebilde  (Räume)  beliebiger  Dimension  von 
Punkten  oder  Ebenen  des  einen  Raumes  entsprechen  collineare  lineare 
Gebilde  (Räume  i  gleicher  Dimension  des  anderen.  Eine  CoUineation 
dieser  Art  heisst  eine  nicht  ausartende  oder  eine  ordinäre  CoUineation. 
99.  Wir  müssen  uns  etwas  eingehender  mit  dem  Falle  beschäftigen, 
wo  Ä  =  0  ist.  Sei  also  A  =  0  und  n  —  h  -\-  l,  wo  h  eine  der  Zahlen 
1,  2,  ...  »i,  der  Rang  von  A.    Alsdann  sind  die  n  +  1  Gleichungen 


*  Im  Falle  n  =  l  bedeuten  u['n^,  wenu  z  B.  R'  eine  gerade  Punktreihe 
(Gerade)  ist,  die  Koefficionten  eines  Punktes  (Pasch,  Math.  Ann.  [84j  Bd.  23, 
S.  419),  im  Falle  n  =  2  bedeuten  u[  i/«  Mj  die  Coordinaten  einer  Geraden  «',  wenn 
z.  B.  R'  ein  ebenes  System  (eine  Ebene)  vorstellt. 
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(6)  ^an!h=0 

i 

durch  »  +  1  —(«  —  /'  +  1)  =  /'  lineare  unabhängige  Kelationen  ver- 
knüpft. Daher  existirt  in  11  ein  lineares  Gebilde  {h  —  \y"  Dimension 
F/,-1*  derart,  dass  alle  Punkte  y  von  Fh-\  die  Gleichung  (6)  be- 
friedigen; diese  Punkte  y  heissen  singulare  Punkte  des  Raumes  i?, 
Fh  —  \  heisst  ein  singulüres  lineares  Gebilde  (singulürer  linearer 
Kaum)**  von  Punkten  in  1\.     Analog  werden   die  Gleichungen 

(7)  ^a,tr;.=  0 

k 

durch  die  Ebenen  v  eines  linearen  Gebildes  (Ji  —  !)**"■  Dimension 
TTa_i  des  Raumes  IV  befriedigt;  diese  Ebenen  v'  heissen  singulare 
Ebenen  von  2?';  TTa_i  heisst  ein  singuläres  lineares  Gebilde 
(singulärer  linearer  Raum)  von  Ebenen  in  jR'. 

Seien   nun   xx'   homologe  Punkte  unserer  Collineation;   dann   be- 
stehen die  Gleichungen  (2),  aus  denen  durch  Composition  mit 

v[\vi\  .  .  .\v[ 

Q^^'k v'k  =^fl/A-  oci  vi  =  ^a;,-  ^g.- u  Vk 

k  i  k 

folgt.     Ist  nun  v'  eine  singulare  Ebene  von  Fi,\  so  ist  wegen  (7) 

(8)  Q^xlvl=^0, 

k 

also  ist  entweder  p  =  0  oder 

(9)  oc'iv[  + \-  x„^iv'„+i  =  0-, 

d.  h.  es  entspricht  vermöge  der  singulären  Collineation  (2)  jedem 
Punkte  von  R  ein  bestimmter  Punkt  x'  von  R',  der  nach  (9)  auf  allen 
Ebenen  des  Gebildes***  TT/l_i,  mithin  auf  dem  Träger  dieses  Gebildes 
liegt,  es  müsste  denn  x  ein  singulärer  Punkt  des  Raumes  jR  sein; 
dann  sind  die  Gleichungen  (2)  bei  beliebigen  Xi  wegen  (6)  durch  q  =  0 
erfüllt;  mit  anderen  Worten,  x'  ist  ganz  unbestimmt.  Umgekehrt:  Ist 
x'  in  IV  gegeben,  und  wird  der  Punkt  x  von  F  gesucht,  welchem  x' 
vermöge  (2)  entspricht,  so  sind  zwei  FäUe  zu  unterscheiden.  Liegt 
erstens    x'    nicht    auf    allen    Ebenen    des    Gebildes    T\l_i.    so    muss 


*  Im  Falle  h  =  1  ein  einzelner  Punkt 

**  Segre,  Salla  teoria  e  sulla  classificazione  delle  omografie  in  uno  spazio 
lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni,  Reale  Acad.  dei  Lincei  (84),  Serie  3  a, 
Bd.  XIX,  S.  6.     Vergl.  diese  Arbeit  auch  im  Folgd. 

***  Der  Zusatz   „linear"   bleibt  in  Folgd.  zuweilen   weg,   da  überhaupt  hier 
nur  lineare  Gebilde  auftreten. 
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wegen' (8)  p  «=  0  srin;  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (0)  gelit  dann 
unmittelbar  hervor,  dass  jeder  singulare  Punkt  von  li  homolog  zu  x' 
ist.  Liegt  aber  zweitens  x'  auf  dem  Träger  des  Haunies  TT/!_i, 
dann  sind  wegen  (7)  und  (9)  die  Gleichungen  (2)  durch  h  linear  un- 
abhängige lielutionen  verbunden,  man  liat  für  die  Unbekannten 

Xj ,  2^ ,  .  .  .  a\  ^  1 ,  p 

also  ti  -\-  l  —  }i  Gleichungen,  und  es  giebt  daher  im  Kaum«'  Ji.  ein 
lineares  Gebilde  S/,  von  der  Dimension  //,  dessen  Punkte  sämmtlich 
zu  x'  homolog  sind.  Dieses  lineare  Punktgebilde  S/,  muss  das  Ge- 
bilde jPa— 1  enthalten,  weil  jedem  Punkte  von  i^  — i  alle  Punkte  von  Ji' 
entsprechen.  Analoges  gilt  für  homologe  Ebenen.  Eine  CoUineation 
der  eben  betrachteten  Art  heisst  eine  singulare  CoUineation 
Ä*®'  Species.*     Wir  stellen  ihre  Eigenschaften  nochmals  zusammen: 

Es  entspricht  bez.  entsprechen 
einem   Punkte  von  11   im  Allg.  .  .  .     ein    Punkt   von   Ji",   der   auf  dem 

Träger    des     singulären     Gebildes 

TT;_i  liegt; 
einem  Punkte  von  Ix'  im  Allg.  .  .  .     alle  Punkte  des  singulären  Gebildes 

l\-i  in  2.'; 
einem  Punkte  von   Pa— i  in  B  .  .  .     alle  Punkte  von  IV] 
einem  Punkte  von  7t",  derauf  dem  .  .  .     die  Punkte  eines  linearen  Gebildes 

Träger  von  TTa_i  liegt  Si,  von  7i',  das  F,,  —  i  enthält; 

einer   Ebene    von    li    im   Allg.  .  .  .     alle  Ebenen  von  TTa_i; 
einer   Ebene    von   li'    im   Allg.  .  .  .     eine   durch    P/,_i    gehende    Ebene 

von  7i'; 
einer  durch  P/,_i  gehenden  Ebene.   .     die  Ebenen  eines  linearen  Gebildes 
von  li  Z',    von     /i'®'    Dimension     in     P', 

welches  TTa_i  enthält; 
einer  Ebene  des  Gebildes  TT/!_i  .  .  .     alle  Ebenen  von  7t. 
von  R' 

100.  Die  durch  Pa_i  gehenden  Gebilde  S,,{h<7})  sind  die  Ele- 
mente eines  linearen  Gebildes  (n  —  /t)*®'  Dimension,  und  diese  sind 
durch  die  betrachtete  singulare  Kollineation  coUinear  (projektiv)  auf 
die  Punkte  des  Trägers  des  Gebildes  TT/!_,**  bezogen,  die  ein  lineares 
Punktgebilde  (n  —  /<)**"  Dimension  constituiren.  Analog  sind  die  das 
Gebilde  71/1  _i  enthaltenden  Gebilde  Hl  die  Elemente  eines  linearen 
Gebildes    (n  — /<)""'  Dimension,    und    diese    Elemente    sind    vermöge 

*  Segre,  1.  c.  S.  7. 
**  Bez.  bei  ä  =  1  auf  die  Punkte  der  EUene  TTo. 
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der  singulären  Collinoation  collinear  (projektiv)  bezogen  auf  die 
Ebenen,  die  den  Träger  von  P/,_i  bilden*  Beide  Beziehungen  sind 
nicht  singuliir,  d.  h.  sie  werden  durch  lineare  Gleichungen  vermittelt, 
deren  Determinanten  nicht  Null  sind;  jede  derselben  ist  die  Folge  der 
andern.  Z.  B.  hat  man  für  n  +  1  =  4,  also  im  gewöhnlichen  Räume, 
bei  einer  singulären  Collineation  erster  Species  einen  singulären  Punkt  Pq 
in  J?  und  eine  singulare  Ebene  TTj',  in  IV.  Zwischen  dem  Bündel  Pq 
und  dem  ebenen  Systeme  TT,'  wird  durch  die  singulare  Collineation 
eine  coUineare  (nicht  singulare)  Verwandtschaft  hergestellt.  Jedem 
Strahle  jr  von  P^  entspricht  ein  Punkt  p  von  TT^  dadurch,  dass  allen 
Punkten  von  n:  durch  (1)  ein  und  derselbe  Punkt  p  auf  TT,'  zugeordnet 
ist,  u.  s.  w.  — 

Ist  wieder  die  Determinante  A  vom  Range  ii  —  h  -{-  1  =  r ,  so  kann 
man  die  \^«  +  1)  linearen  Formen 

i 

als  lineare  Formen  von  r  unabhängigen  linearen  Formen 

«i'^  «i'^  . . .  ßL'^ 

darstellen,  wo  x  ,     x  , 

(z)             (x)            ,         (x)            1  I         (z) 

«X     =  «1     ^1+   Ci2     X2-\ 1-  a„^iXn  +  l- 

Die  Collineation  /i'^'  Species  (1)  lässt  sich  daher  auf  die  Form 

(10)  Qi  a?  M^C)  +  P2  «x  ^  ^1(2)   -(. \-Q^  f/;^  u[{r)  =  0 

bringen,  wo  die 

UaW  =  tti  «1     +  M2  02     + h  M^  +  i  (l„4i 

lineare  Formen  der  «i  bedeuten. 

Die  Punkte,  welche  die  Gleichungen 

aL^'=0,    ßL''  =  o,  ...«<^)  =  o 

befriedigen,  sind  die  Punkte  des  Gebildes  P/,—i,  die  Ebenen,  welche 
den  Gleichungen        ,  ,  , 

Ma(>>  =  0,       Ma(«)  =  0,  .  .  .  Uair)  =  0 

genügen,  sind  die  Ebenen  des  singulären  Gebildes  TT/_i.  Diejenigen 
Punkte,  welche  die  Gleichungen 

«?)=0,    aL^*=0,...ßr^^=0 

befriedigen,  erfüllen  ein  Gebilde  S/,  von  h^^  Dimension;  allen  diesen 
Punkten   ist    durch  die    collineare    Beziehung   (10)    ein    und    derselbe 

*  Bez.  bei  7i  =  1  auf  die  Ebenen  des  Punktes  P«. 
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Punkt  f/('')  zu^t'orihit't;  u.  s.  w.  Muu  kiuin  also  jetzt  sofort  r  durch  Pyi_i 
gellende  Gebilde  S^  und  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  a<'\  a'*\  ..a^'"' 
auf  dem  Träger  T  von  T[l_i  angeben;  die  Coordinaten  dieser  r  Ge- 
bilde <Si",  .  .  .  ^h^  sind  unabhängig.  Entspricht  daher  einem  (r  +  1)*'" 
Gebilde  Si'"^^\  das  l\  —  i  enthiiit,  und  dessen  Coordinaten  nicht  linear 
abhängig  sind  von  denjenigen  von  r  1  der  Gebilde  <Si*',  .  ,  .  S^K 
der  Punkt  «(''  +  *'  von  T,  so  ist  durch  die  Zuordnung  der  Elemente  a^^J 
und  Si!\  r/''  und  ^p,  .  .  .  w^'"^''  und  »Sl'"'"''  gerade  die  collineare,  nicht 
singulare  Beziehung  festgelegt,  welche  durch  die  singulare  Collineation 

(I)  zwischen  den  Elementen  des  Gebildes  (n  —  /*)**='  Dimension  mit 
dem  Träger  Pa_i  und  den  Punkten  des  Trägers  von  TTa_i  hergestellt 
wird.  Ist  unigekelirt  für  ein  bestimmtes  w  und  h  (Ji  <  m)  eine  col- 
lineare, nicht  singulare  Beziehung  dadurch  gegeben,  dass  den  Elementen 
5/,  ,...5v,'^"^  eines  Gebildes  (n —  /*)'•"  Dimension  von  R  der  oben  be- 
schriebenen Art  bez.  die  Punkte  ff^*\  .  .  .  «(''+*)  eines  linearen  Punkt- 
gebildes (ji  —  hy^^  Dimension  von  li  zugeordnet  sind,  so  giebt  es  eine 
singulare  collineare  Verwandtschaft  /i*"'  Species  zwischen  II  und  IV, 
welche  diese  nicht  singulare'  Collineation  zwischen  den  beiden  Ge- 
bilden (n  —  /i)*'^"'  Dimension  herstellt.  In  der  That  werden  dann  durch 
eine  bilineare  Gleichung  von  der  Gestalt  der  Gleichung  (10)  den 
Elementen  S,^ ,  .  .  .  Si  die  Punkte  (i^^\  .  .  .  «('')  bez.  zugeordnet  bei 
noch  willkürlichen  q^,  .  .  .  Qr.  Verlangt  mau  dann  weiter,  dass  dem 
Elemente  51'^'*"*^  der  Punkt  a^'^'  entspreche,  so  bedingt  dies  (r  —  1) 
Gleichungen  für  die  homogenen  Veränderlichen  p, ,...9^;  diese  sind 
also  bestimmt.  Die  so  erhaltene  Collineation  (10)  ist  aber  eine 
singulare  Ji^''^  Species. 

101.  Wir  betrachten  von  nun  au  eine  beliebige  Collineation  (1) 
zwischen  zwei  aufeiimndcrliegcndeti  (conjcktiveti)  liäumen  B,  und  IV  von 
»«**'  Dimension.  Um  die  Punkte  x  zu  bestimmen,  die  mit  ihren 
homologen  zusammenfallen,  hat  man  dann  die  (11  -\-  \)  Gleichungen 

(II)  k£k  =  ^aik£i 

zu  lösen.  Um  dies  auszuführen,  muss  man  bekanntlich  zuerst  die 
charakteristische  Gleichung 

(12)  A(A)^i>l-aal  =  0 

der  Collineation  auflösen.  Diese  hat  im  Allgemeinen  «  -f  1  ver- 
schiedene Wurzeln  t\,  c^,  .  .  .  Cn~\.  Für  /  =  c,(i  =  1,  2,  .  .  .  n  -f  1) 
werden  die  n -f  1  linearen  Gleichungen  (11)  lösbar;  daher  besitzt  eine 
Collineation  im  n-dimcnsionalen  lUmnic  im  Allgemeinen  n  -f  1  Doppel- 
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jyunktc.  Es  kann  sich  nun  aber  ereignen,  dass  einer  Wurzel  mehr  als 
ein  Doppelpunkt  entspricht.  Verschwindet  nämlich  für  X  =  c,-  nicht 
nur  A(A),  sondern  sind  auch  gleichzeitig  alle  Subdeterminanten 
(M  —  h-\-  2)**°  Grades  von  AU)  gleich  Null,  aber  nicht  alle  Subdeter- 
minanten (n  —  h  -\-  1)*®°  Grades,  dann  sind  für  X  =  r,  die  Gleichungen 
(11)  durch  h  unabhängige  lineare  Gleichungen  verknüpft;  daher  giebt 
es  oo''~^  Doppelpunkte,  die  ein  lineares  Gebilde  (Ji  —  l)**""  Dimension 
erfüllen.  Alle  die  verschiedenen  linearen  Gebilde  von  Doppelpunkten, 
die  auf  diese  Weise  den  verschiedeneu  Wurzeln  der  Gleichung  A(A)  =  0 
entsprechen,  heissen  die  Fuudamental-Punktgebilde  (Fundamen- 
talräume von  Punkten)  der  Collineation*  Analog  erhält  man 
durch  Auflösen  der  Gleichungen 

(13)  Xn,=^a,,u, 

k 

die  Fundamental  -  Ebenengebilde  (Fundamentalräume  von 
Ebenen)  der  Collineation.**  Im  allgemeinen  Falle  bestehen  die 
ersteren  Gebilde  aus  n  -\-l  einzelnen  Punkten,  die  letzteren  aus  n  +  1 
Ebenen;  diese  ii  -\-  l  Ebenen  sind  die  Ebenen,  -welche  durch  je  w  von 
den  n  -f  1  Doppelpunkten  bestimmt  werden.*** 

Ist  die  Collineation  eine  singulare  h^"  Species,  so  ist  Ph—i  eines 
der  Fundamental-Punktgebilde,  TTa_i  eines  der  Fundamental -Ebenen- 
gebilde; beide  Gebilde  entsprechen  der  W^urzel  Z  =  0  der  Gleichung 
A(A)  =  0. 

102.  Nach  dem  Satze  22  in  81  giebt  es  eine  (nicht  ausartende) 
Reciprocität  (Correlation)  C,  welch  die  Collineation  (1)  in  sich  selbst 
transformirt.  Entspricht  vermöge  dieser  ßeciprocität  dem  Punkte  x 
von  R  die  Ebene  v'  =  v[\v2\.  .  .\v!,  +  i  von  R',  der  Ebene  ii'  von  R' 
der  Punkt  ?/  =  2/i  i  2/2 1  •  •  •   2/n-f  i  "^^n  R,  so  ist  also 

(14)  Va,-  k  oci  tij:  =^CLi  k  Vi  vi 

Entspricht  daher  weiter  vermöge  C  dem  Punkte  x'  von  R'   die  Ebene 

von  1?,    so    ist    hei  '^aikXiU'k  =  0    wegen    (14)    auch  y^cij^  yt  v'k  =  0> 


*  Veronese,  Ann.  d.  math.  (83)  Serie  2a,  tom.  XI,  p.  115. 
**  Fundamentalgebilfle   O'er  Dimension   (Fundamentalelemente)   sind  also  die 
einzelnen  Doppelpunkte  bez.  Doppelebenen. 

***  Im  Falle  ?i  =  1  oder  n  =  2 ,  also  z.  B.  für  aufeinanderiiegende  collineare 
gerade  Punktreihen  oder  ebene  Systeme  erleiden  obige  Au.sführungen  selbst- 
verständliche Modifikationen. 
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d.  h.  lUr    Ebene  c     von    /»"    »'iitspricht    dunh    die    (.'ollineation    (1)   dio 
Ebene  r  von  7^ 

Ist    .»•    ein   Doppelpunkt  diT  Collineation  (1),    so  ist  für  einen  ge- 
wissen  ^\'ertll  c,   von  A   naeh  (II) 

Ci^x,  u'i  =^«.  i  ^'.  w* 

l)ei   beliebigen    u',-    dalier    ist,    da   durch    die    Kecijjrocität    C  die    Form 
u\  h[  -{- \-  x„  +  i  Hr,^i   in  //i  r'i+  ■■■  +  ijn^i  t\,i   übergeht, 


Ci  ^Hi  v'i  ^^(ii  k !/.  v'k 


bei   beliebigen  v/,;    r'  ist  daher  eine  Doppelebene   der  Collineation  (1), 
und  es  gilt  somit  der  Satz: 

fl)  Die  Fundamental- l'unldgchUde  und  Fundamenttd-Ebcnemjchddi:, 

die    einer  nml   derselben    Wurzel  der  Gleichung  A(yl)  =  0  ent- 

sprechcn,  sind  homologe  Gehdde  einer  Beciprocitüt. 

Nun   seien   c^   und  c,   zwei    verschiedene    Wurzeln    der   Gleichung 

AfA")  =  0;   X  =  x'    sei   ein  q   entsprechender  Doppelpunkt,  ti  =  u'  eine 

c,  entsprechende  Doppelebene   unserer    Collineation;   dann    ergiebt  sich 

aus   (11)    und    (13)    durch    Composition   mit    »j     ...    ^„4.1    bez.    mit 

Cj   >  Xk  Uk  =   >  «/  *  Xi  Uk, 

eo^XiUi  ^^aikXiUk. 
Hieraus  folgt        /  %  -  ,  n       rv 

(^1  —  ^2)  ("1  '^1  +  •  •  •  +  «*«-r  1  Xn  +  l)  =  0. 

Da  aber  q  =  =  c,  ist,  so  muss  folglich 

.,  "1  2:1  + \-Un^iX„^l  «=  0 

sein.     Also: 

h)  Jedes  Fundamentid - Vunldgehdde  liegt  in  den  Trägern  aller  nicJit 

zu  ihm  homologen  Fundamental- Ebcnengebddc* 
Man  spreche  auch  den  dualen  Satz  aus. 

Wir  wollen  einen  weiteren  Satz  über  die  Fundamentalgebilde  ab- 
leiten. Die  Verbindungsgerade  zweier  homologen  Punkte  ./,./'**  ent- 
hält den  Punkt  mit  der  Gleichung 

A,'^'*'  ^'  +  h^^i  *  •^'  "*  ==  ö 

in    Ebenencoordinaten  h\.     Soll   derselbe   in  einer  bestimmten  Ebene  v 
liegen,  so  muss 

*  Segre,  1.  c.  S.  15. 
**  Das  lineare  Punktgebilde  erster  Dimension,  ilas  x  und  .c'  enthält. 


206  §  1".  1'^- 

A,  ^Vi  X,  +  L  ^»ik  x;  Vk  =  0 

sein.  Daher  schneidet  die  Gerade  x.r'  die  Ebene  r  im  Tunkte  p  mit 
der  Gleichung 

( 1 5)  2  '*'  "^ '  2^'  ^' "' '  ^"*  "~2^''  ^'  ^^'  '^  ^'  "*  ^  ^* 

Ist  insbesondere  i*  eine  zur  Wurzel  c,  Ton  A(yl)  =  0  gehörige  Doppel- 
ebene, so  ist  nach  Obigem 

(16)  Ci  ^Vi  Xi  =^ai  k  Xi  Vk 
bei  allen  .r,.     Aus  (15)  und  (16)  folgt  aber 

(17)  c,  ^u\  Xi  —^cii  jt  Xi «{.  =  0 

als  Gleichung  von  p.  Diese  Gleichung  ist  nicht  von  v  abhängig. 
Daher  gehen  alle  Ebenen  des  zu  c,  gehörigen  Fundamental -Ebenen- 
gebildes durch  p.  Also  trifi't  die  Gerade  xx'  den  Trüger  dieses  Ge- 
bildes; c,  war  aber  eine  beliebige  Wurzel  von  A(A)  =  0.     Also: 

c)  Die  Vcrljindun()^()cmdai  Jtonwioßcr  Punkte  der  Coli ineation  treffen 

die  Träger  sämmtlicher  Fundamental- Ebcncngehdde. 

Entsprechen  den  (verschiedenen)  Wurzeln  Cj  und  c^  Fundamental- 

Ebenengebilde    mit    den    Trägern    Tj    und    Tg,    so    hat    man    für    die 

gemeinsamen    Punkte  ^?j,  ih  ^^^  Geraden  xx^  und    der  Träger  1\  und 

To  nach  (17)  bez.  die  Gleichungen 

Cl  ^U\  Xi  —  ^ff.- ;t  X,  Ui  =  0,       C^  ^U\  Xi  —^di  k  Xi  U'k  =  0. 

Das  Doppehcrhältniss  der  vier  Pmdde  xx' p^p.^  ist  daher  (jleich  — ;  das- 
selbe  wird  0  bez.  oo,  wenn  eines  der  Fundamental -Ebenengebilde  zugleich 
das   singulare   Ebenengebilde   einer   (singulären)   Collineation    vorstellt. 

Man  bezeichnet  das  Verhältniss  zweier  (verschiedenen)  Wurzeln 
von  A(A)  =  0  als  eine  absolute  Invariante  der  Collineation  (1), 
vorausgesetzt,  dass  die  Collineation  nicht  singulär  ist.  Ist  die  Col- 
lineation (1)  singulär,  so  sind  die  Verhältnisse  je  zweier  unter  sich  und 
von  Null  verschiedener  Wurzeln  von  A(A)  ■=  0  als  absolute  Invarianten 
der  Collineation  aufzufassen.  Besitzt  eine  Collineation  m  unabhängige 
absolute  Invarianten,  so  bezeichnet  man  irgend  welche  m  unabhängige 
Invarianten  derselben  kurz  als  die  absoluten  Invarianten  der  Collineation. 
Im  Allgemeinen  besitzt  eine  ordinäre  Collineation  (1)  n,  eine  singulare 
Collineation  Ä**'  Species  (1)  n  —  h  absolute  Invarianten. 

Die  absoluten  Invarianten  bedeuten  nach  dem  Vorhergehenden 
Doppelverhältnisse  von  Punkten.  Man  kann  aber,  indem  man  die 
dualen  Betrachtungen  anstellt,  die  absoluten  Invarianten  auch  als 
Doppelverh/dtnisse  von  vier  Ebenen  deuten.    Es  ergiebt  sich  so  endlich. 
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dass  die  Punktifilu'n,  ;^t'l)il(Iet  aus  zwei  homolct^ren  Punkten  x,j'  und 
den  Trellpunkten  der  (Jeraden  xx'  mit  den  Trägern  der  FundauKMital- 
Ebenenräume  projektiv  sind  unter  sich  und  auch  zu  den  Kbenenbüscheln, 
gebihlet  aus  zwei  homologen  Ebenen  h,u'  und  den  Ebenen,  welche 
das  Ebenenbüschel  ui('  und  die  Träger  der  Fundamental- Punkträume 
mit  einander  gemein  haben. 

Von  Wichtigkeit  ist  schliesslich  noch  der  Satz: 

(I)  Zwei  FmulamaüaJgchiUk  (jlcicher  A)i  haben  niemals  ein  Element 

f/rmein. 

Denn  wäre  •v-,  -r-, 

f  1  ^k  =  >  fl,  k  Xi ,     Ca  Xt  =-  >  ai  t  T, , 

so  wäre 

{Ci-c,)Xk=0, 
also,  wenn  ^i  =|=  c^, 

während  nicht  alle  Xk  Null  sind. 

Liegt  der  Punkt  x  auf  der  Doppelebene  v,  so  liegt  nach  (16)  auch 
der  zu  x  homologe  Punkt  x'  auf  i:  Auf  jeder  Boppelchetic  v  wird 
also  durch  die  Collincation  (1)  eine  coUincarc  Bezichauj  K  hergeäeUt. 
Fundamental -Punktgebilde  derselben  sind  alle  diejenigen  der  Col- 
lineation  (1),  welche  nicht  dem  Fundamental -Ebenengebilde  entsprechen, 
welchem  r  angehört  (Satz  b).  Fundamental -Punktgebilde  von  K  sind 
aber  auch  diejenigen  Punktgebilde,  in  welchen  unsere  Doppelebeue  r  das 
entsprechende  Fundamental -Punktgebilde  schneidet*;  ausser  den  Punkten 
dieser  Gebilde  sind  keine  anderen  Punkte  von  v  Doppelpunkte  der  Col- 
lineation  K.  —  Analoges  gilt,  wenn  man  anstatt  einer  Doppelebene  v 
den  Schnitt  mehrerer  Doppelehenen  desselben  Fundamentalranmes  in  Be- 
tracht zieht.  —  Endlich  fasse  man  noch  die  Collineation  iu's  Auge, 
welche  durch  (1)  auf  dem  Träger  T**  eines  Fundamental -Ebenenraumes 
hergestellt  wird.  Fundamental -Punkträume  derselben  sind  alle  die- 
jenigen von  (1),  welche  nicht  dem  betrachteten  Fundamental -Ebenen- 
raume  entsprechen  (Satz  b),  und  dann  noch  das  Gebilde  der  ge- 
meinsamen Punkte  von  T  und  dem  entsprechenden  Fundamental- 
Punktraume,  falls  gemeinsame  Punkte  überhaupt  existiren.  —  Die  zu 
vorstehenden  reciproken  Betrachtungen  wolle  man  selbst  anstellen. 

103.  In  der  bilinearen  Form   ^a.jtx.u*,   die    wir    mit  fX^u')    be- 
zeichnen wollen,    sind    die  Veränderlichen  x,    und    ni    als    Punkt-  bez. 

*  Vorausgesetzt,    ilass    letzteres    Gobilclo    kein    einzelner   Punkt    ist.     Versjl. 
Satz  €  auf  S.  212. 

**  Falls    7'  kein  Punkt  ist;    ist    T  «nn  Punkt,    so   ist   es  ein  Doppelpunkt   der 
Collineation. 
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Ebenencoordiuateu  contragredieute  Variabele.  Geht  daher  die  Form 
f(xu')  durch  eine  Coordinateutransformation  im  Räume  li  =  li  oder 
eine  projektive  (collineare  oder  reciproke)  Umformung  des  Kaumes 
R^li'  iu  eine  Form  F{XU')  über,  so  sind  /"(^•»')  und  F{XU') 
ähnliche  bez.  duale  Formen  (30),  und  somit  stimmen  die  ET  ihrer 
charakteristischen  Determinanten  überein;  stimmen  umgekehrt  die  ET 
dieser  Determinanten  für  zwei  bilineare  Formen  überein,  so  sind  die- 
selben ähnliche  bez.  duale  Formen  (Theorem  XXI  und  XXV).  Wir 
bezeichnen  die  charakteristische  Determinante  der  Form  f(xu')  zu- 
gleich als  die  charakteristische  Determinante  der  CoUineation 
f(xu')  =  0,  die  Charakteristik  der  Form  f{xu')  mit  contragredienten 
Veränderlichen  (78)  zugleich  als  die  Charakteristik*  der  Col- 
li neation  f{xn')  =  0. 

Die  CoUineation  (1)  habe  die  Charakteristik 

(18)     [(€„  e[,...  e(".-^))     (es,  el, . .  .  4"-^))  .  . .  (e„  ei, .  .  .  e^/'i-^% 
wo    die  e  iu    den    runden   Klammern    nach   fallender  Grösse    geordnet 
seien;  die  Exponenten  der  i'*°,  rundgeklammerten  Gruppe  sollen  sich  auf 
die  Basis  (A  —  c,)  beziehen.    Danach  steckt  der  Theiler  (A  —  c.)  in  A  (A) 
zur  Potenz  .  (/,     D 

in  allen  Subdeterminanten  n^*""  Grades  von  A  (A)  zur  Potenz 

«;■  +  •••  + ei*'-", 

u.  s.  w.,  schliesslich  in  allen  Subdeterminanten  {n  —  /i,  +  2 j*^"*  Grades 
zur  Potenz  (a,  — i) 

aber  in  allen  Subdeterminanten  (n  —  /i,  +  1)*^°  Grades  tritt  (A  —  c,) 
nidit  gleichzeitig  auf.  Daher  verschwinden  für  X  =  d  alle  Subdeter- 
minanten (m  —  hi  -f  2)'*°,  aber  nicht  alle  Subdeterminanten  (n  —  hi  -f  1)*®° 
Grades,  und  somit  gehört  zur  Wurzel  d  von  A(A)  =  0  ein  Fundamental- 
Punktgebilde  und  Fundamental -Ebenengebilde  (/i,  —  1)*"  Dimension. 
Auf  diese  Weise  ist  jeder  Expo^ientengruppe  aus  (IS)  ein  Fundamental- 
Funli  und  ein  Fundamental- Ebenengchilde  zugeordnet.  EtithäU  die 
Gruppe  hi  Expomntoi,  so  sind  diese  Gebilde  (/i,— 1)*'^'  Dimension. 

Ist  die  CoUineation   singulär,    und  beziehen    sich    die  Exponenten 
der  Gruppe 
(19)  (..,  e:-,  .  .  .  ef'-^O 

aus  (18)  auf  die  Basis  A,  so  ist  für  A  =  0  die  Determinante  A(A),  wie 
wir  eben  sahen,  vom  Range  (n  — /i^ -fl);  die  CoUineation  ist  daher 
singulär  h^^  Species  (99):  die  zur  Gruppe  (19)  gehörenden  Fundamental- 

*  Vergl.  Segre,  1.  c.  S.  13. 


Klassitikiiti'jii  ilcr  CuUincationen.  209 

gt'bililt'  sind  zugleich  die  singuliiren  Gfhilde  der  Collineation.  In  der 
t'hariikteristik  eiuer  jeden  singuliiren  Collineation  /*,*"'  Species  tritt  um- 
gekehrt stets  eine  zur  Basis  k  gehörende  Exponenteugruppe  (19)  auf. 
Ueber  diese  Exponenten  werden  wir  im  l'olgenden  eine  „Null"  setzen; 
dasü  man  sowohl  ordinnr<\  ah  sinfjulärr  ('ollhmitioncn  hf"^  Species  mit 
vorifcsrhricbenen  Charahicristiktn  bilden  kann,  t/clU  unmittdlxir  ans 
Tliconm  XXII  hrrvor. 

Nunmehr  khissificiren  wir  nach  einem  oft  angewandten  Principe 
die    ordinären    CoUineationen    des   w-dimensionalen   Raumes,   wie   folgt: 

Wir  rechnen  zur  selben  Klasse  alle  diejenigen  ordinären  CoUineationen, 
welche  dieselbe  Charalderistik  haben. 

Analog  klassificiren  wir  die  singulären  CoUineationen  gleicher 
Species  des  «-dimeusionalen  Raumes: 

Wir  rechnen  zur  selben  Klasse  von  singulären  CoUineationen  /t,'"" 
Species   diejenigen   Colli ncatio)icn,    ivelehc  dieselbe   Charakteristik  besitzen. 

Sind    die  Formen   f{xu')  und  F(XU')    ähnlich,    so    gehören    die 

CoUineationen  f(xu')  =  0   und  F(X  U')  =  0  zur   selben  Klasse    (siehe 

diesen  Artikel  oben).    Wir  wellen  nun  umgekehrt  voraussetzen,  dass  zwei 

CoUineationen  f{xu')  =  0  und  F{XU')  =  0  zur  selben  Klasse  gehören. 

Für  f  =  0  beziehe  sich  die  Gruppe  (19)  ihrer  gemeinsamen  Charakteristik 

(18)    auf   die    Basis   (A  —  c,),    für   F=0  auf   die    Basis    (X  —  c]).     Ist 

alsdann  ,     ,  , 

Cj :  Cj  :  •  •  •  '•  Ci  =  Ci :  Co :  •  •  • :  C/ , 

so  sind  die  CoUineationen  f=0  und  1^=0  identisch  bez.  projektiv 
identisch.     Denn  ist  für  ein  endliches,  von  Null  verschiedenes  q, 

c.  =  QC'., 

so  besitzen  die  charakteristischen  Determinanten  von  /'  und  qF  die- 
selben ET;  daher  sind  die  Formen  f  und  jP  ähnlich  bez.  dual 
(Theorem  XXI  bez.  XXV);  die  CoUineationen  F  =  0  und  qF=0  sind 
aber  identisch;  also  sind  in  der  That  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  CoUineationen  f  =  0  und  F  ^  0  identisch  bez.  projektiv 
gleich.  —  Haben  zwei  CoUineationen  dieselbe  Charakteristik  (18)  und 
gehört  zu  einer  Gruppe  (19)  derselben  für  die  eine  die  Basis  {l  —  c,), 
für  die  andere  die  Basis  (A  —  c'),  so  wollen  wir  c,  und  c'  entsprechende 
Wurzeln  ihrer  charakteristischen  Gleichungen  nennen;  mstn  kann  dann, 
wenn  c,  und  c',  c*  und  c*  entsprechende  von  Null  verschiedene  Wurzeln 

c-  c/ 

zweier    CoUineationen    mit   gleicher  Charakteristik    sind,  —  und  —  ent- 

sprechende  absolute  Invarianten  der  CoUineationen  nennen  (102).  Nach 
dem  Vorausgehenden  gilt  der  Satz: 

Muth,  Klcmentartbeiler.  14 
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35)  Zuei  CoUincntioncn  sind  dann  loid  nur  dann  idcniii^ch  bes. 
projektiv  identisch,  wenn  sie  1)  zur  selben  Klasse  gehören,  und  nenn 
2)  die  entsprechmden  absoluten  Invarianten  derselben  übereinstimmen. 

Zu  jeder  Klasse  von  CoUiueationen  gehört  eine  Normal  form ,  auf 
welche  alle  CoUineationen  derselben  durch  lineare  Coordinaten- 
transformation  (bez.  durch  eine  projektive  Umformung)  gebracht  werden 
können.     (Vergl.  §  11,  insbesondere  Gleichung  (1)  daselbst.) 

104.  Wir  betrachten  eine  Collineation  (1),  deren  Charakteristik 
durch  (18)  gegeben  sei*;  eine  Gruppe  (19)  aus  derselben  beziehe  sich 
auf  den  linearen  Theiler  {X  -  d)  von  A  (A);  der  dieser  Gruppe  (19) 
zugeordnete  Fundamental- Ebenenraum  (/t,— 1)'"  Dimension  (103)  be- 
sitzt einen  Träger  von  der  Dimension  («  —  /i,),  auf  welchem  durch 
die  Collineation  (Ij  eine  coUineare  Beziehung  hergestellt  wird  (102), 
die  wir  mit  K  bezeichnen  wollen.  Welches  ist  mm  die  Charaldcristih 
dieser  Collineation  K,  U7id  tcelche  absolute  Invarianten  besitzt  K? 

Diese  Fragen,  beantwortet  man  am  einfachsten  mittelst  der 
Normalform  der  Collineation  (1).  Zunüchst  können  wir,  ohne  die 
Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  die  Gruppe  (19) 
die  erste  in  (18)  sei;  wir  schreiben  ferner  e'^"-^  für  c^^\ 

Alsdann  können  wir  nach  77  [vergl  daselbst  die  Gleichung  (I)] 
unsere  Collineation  (1)  durch  lineare  Coordinatentransformation  auf 
die  Gestalt 

Ci  (Xi  «1  -f  •  •  •  -f  XeM«)  -\-{cc^^u^ +  Xc- 1 M.)** 

(20) 

+      {Xe  +  .'+.  .  :+e^'-'^+l   U.+,'+.  .  .+.(*-2)+2+-  •  •+X.  +  e'+.  •  . +,("- 'L  i  W.+ .'+■  •  .+,^'-'^) 

+  xixu)  =  0 

bringen,    wenn    wir    für    die    neuen    Coordinaten   x,    bez.  w,  schreiben. 
Die  in  x{xu)  auftretenden  Variabelen  fehlen  im  übrigen  Theile  von  (20). 
Aus  (20)  ersieht  man    aber   sofort,    dass    die  h  Ebenen    mit    den 
Gleichungen 
(21  j  x,  =  0,     x,+  x=0,...,x,4.,'+...  +  ;^-2)+i  =  0 

Doppelebenen  der  Collineation    sind,  und    zwar  bestimmen    sie  gerade 
den  der  Gruppe 


*  Ist  dieselbe  singulär,  so  sind  über  die  Exponenten  einer  gewissen  Gruppe 
Nullen  zu  setzen  (103). 

**  üeber  das  Auftreten  dieser  Klammerausdrücke  vergl.  die  Anm.  S.  153. 
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{e,c,...e'       ') 
zugeordneten  Funilamentul-Ebenenraura  unserer  Colliueation;  die  Punkte, 
deren     Coordinaten     die    Gleichungen    (21)    l>efrie(ligen,     erfüllen    ein 
lineares  Gebilde  («  —  hy^^  Dimension,  den  Trüger  dieses  Fundamental- 
Ebenengebildes.     Man    irhäU    also   die   Collineation  K    im    hctraclUetcn 

Träger,  ucnn  man  in  (20)  die  Variahelni  x^,Xt^i^...x,j^,'-^ l-c<*~^)+l 

gleich  Null  setzt.  Denkt  man  sich  daher  die  Exponenten  c^'>  so  ge- 
ordnet, dass  e  >  e'  >  «">••-,  sind  ferner  in  der  Reihe  dieser  Zahlen 
die  k  ersten  grösser  als  1,  die  übrigen  gleich  1,  so  besitzt  (wegen 
Theorem  V;  vergl.  auch  Theorem  XXII)  die  Charakter istisehc  Deter- 
minante von  K  die  ET 

^^-ry-\  {x-c,Y-\...{}.-cy'-''-\ 

während  ihre  übrigen  ET  mit  den  nicht  auf  die  Basis  {X  —  c^  be- 
züglichen ETu  der  charakteristischen  Determinante  von  (1)  überein- 
stimmen; ist  aber  e  =  e' •=-•••  =  e<''~'^=  1,  so  hat  die  charakteristische 
Determinante  von  K  keinen  zur  Basis  (A  —  q)  gehörigen  ET,  und  ihre 
übrigen  ET  stimmen  mit  den  nicht  zur  Basis  (A  —  cj  gehörenden  ETn 
von  (1)  überein.  Im  ersten  Falle  hat  also  K  dieselben  absoluten  In- 
varianten, wie  (1),  im  letzteren  eine  absolute  Invariante  weniger.  Also 
gilt  das  Theorem: 

XL.  Die  Collineation  K,   welche  durch  eine  gegebene  Col- 
lineation (1)  mit  der  Charakteristik 

(22)  [(q,e{,...e^^))(e3,e;,...ei,vi))...(c,,e:v..e^-'^)...(e,,e;,...e!V^0l 
in  dem  Träger  des  der  i**°  Gruppe  dieser  Charakteristik 
zugeordneten  Fundamental-Ebenengebildes  (oder 
Fundamental  -  Punktgebildes)    hergestellt     wird,     hat, 

vorausgesetzt  wird,  im  Falle  ci*"^^  >  1,  e!^^=  1  die 
Charakteristik 

[(c,,e;,...6<vi))(e,,,;..4Vi)).  .(e.._i,e;-l,...er'^-l)...(e,e5,...eiV^^)j 
und  dieselben  absoluten  Invarianten,  wie  die  ge- 
gebene Collineation,  im  Falle  e,  =  1  aber  erhält  man 
die  Charakteristik  von  K,  indem  man  in  derjenigen 
von  (1)  die  /*"  Gruppe  weglässt;  die  Collineation  A' 
besitzt  in  diesem  Falle  eine  absolute  Invariante 
weniger  als  die  gegebene  Collineation.* 

*  Segre   beweist  dieses   Theorem   1.  c.  Art.  16  u.  17,    indem   er  u.  A.  zwei 
Wurzeln   c-    sich    unendlich    nahe    rÜLken    lässt.     Wir   möchten   obigen,    zugleich 
einfacheren,    Beweis   vorziehen.     Wird    die   Charakteristik  von  K  zu  [i],   so   be- 
ll* 
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Vergl.  die  Anmerkung  1,  S.  210.  —  Im  eben  aufgezählten  zweiten 
FaUe  sind  Fundamental -Punktgebilde  von  K  diejenigen  von  (1),  welche 
den  von  der  betrachteten  Gruppe  verschiedeneu  Gruppen  in  (22)  zu- 
geordnet sind  (Satz  b),  weitere  Fundamental -Punktgebilde  kann  Ä"  nicht 
besitzen;  also  gilt  der  Satz: 

e)  Der  einer  Gruppe  von  (22),  welche  nur  Expomntcn  1  enthält, 
rufjcordnete  Fundamental- Punlironm  hat  mit  dem  Träger  des  ent- 
sprechenden Fundamental -Ebenenraumes  Iccinen  Punkt  tjcmcin. 

Eine  einfache  Folgerung  hieraus  ist: 

f)  Bestehen  alle  Gruppen  in  der  Charalieristik  (22)  aus  Ex- 
ponenten 1,  so  liegt  kein  Funkt  eines  Fundamentalgehildes  auf  dem 
Träger  des  entsprechenden  Fundamental -Ebenengehildes. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  ef  ~  >  1,  e,  =  1  ist.  Dann 
hat  die  Collineation  K  ebensoviele  Fundamental-Punktgebilde,  wie  (1), 
und  zwar  sind  erstens  solche  Gebilde  diejenigen  von  (1),  welche  den 
von  der  betrachteten  verschiedenen  Gruppen  aus  (22)  entsprechen,  zweitens 
aber  dasjenige  lineare  Gebilde  (k  —  1)*"  Dimension,  welches  hier  der  be- 
trachtete Träger  mit  dem  jener  ?'**°  Gruppe  entsprechenden  Fundamental- 
Punktgebilde  gemein  haben  muss.     (Vergl.  102,  Schluss.)    Also: 

gj  Enthält  eine  Gruppe  der  Charakteristik  einer  Collineation  nur 
einen  Exponenten,  der  grösser  als  1  ist,  so  schneidet  das  der  Gruppe 
zugeordnete  Fundamental- Funktgebilde  den  Träger  des  der  Gruppe  ent- 
spreclienden  Fundamental  -  Ebenengehildes. 

sagt  dieses,  dass  der  Träger  des  der  iten  Gruppe  zugeordneten  Fundamental- 
gebildes ein  poppel-)  Punkt  bez.  eine  (Doppel-)  Ebene  ist.  (S.  207,  Anm.  2.)  — 
Der  Satz,  den  Casorati  (Compt.  rend.  (81)  tom.  92,  S.  175  u.  238)  bewiesen  hat 
(vergl.  auch  Heffter,   Theorie  der  lin.  Differentialgl. ,  Leipzig  1894,    S.  250),  ist 

eine  Folgerung  aus  obigem  Satze  XL.  Ist  nämlich  speciell  in  f  =  ^  a.^  x^  w{. 
für  s  =  l,  2,...n-f-l,  <  =  l,2,.../t 

^st~  ^'      ^^^   S  =  t, 

a^f  =  0,    bei  s  =  =  i, 
so    sind    Xj  =  0,  x,  =  0,...Xj^=0  die  linear    unabhängigen  Gleichungen    von  h 
Ebenen  des  Fundamental- Ebenenraumes  TTj[_j,  der  der  ersten  Exponentengruppe 
in   (22)  zugeordnet  iüt,   wenn  h  =  h^,  c^c^  genommen  wird.    Die  Collineation  K 
im  Träger  von  TT,'_i  hat  daher  die  Gleichung 

^a.^x.u\  =  0     {i,k  =  h-\-l,  7j  +  2,...n-f  1); 
die  charakteristische  Determinante  derselben  besitzt  aber  nach  Satz  XL  die  ET 

(x-c)''-^(;.-c)'-^...(i-c)'i"-'^-^ 

mit  der  Basis  /.  —  c,  wobei  die  Potenzen  mit  Exponenten  „Null"  wegbleiben,  und 
im  Uebrigen  dieselben  ET,  wie  f=0.  Das  besagt  aber  gerade  der  Casorati' sehe 
Satz.  —  Dass  aus  diesem  umgekehrt  der  obige  Satz  XL  gefolgert  werden  kann, 
braucht  wobl  kaum  erwähnt  zu  werden. 
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Wir  wollen  weiter  tlen  Fall  studiren,  wo  in  einer,  etwa  wieder  »Kt 
j-tcn  Gruppe  von  (22),  alle  Erpoyxnüni  firösscr  als  1  sind.  Da  dann  k-  It,, 
so  enthält  der  betrachtete  Träger  ausser  d»'n  nicht  «ntsprecheiiden  Funda- 
mental-Punktgebilden  von  (1)  nach  dem  Vorhergehenden  einen  Funda- 
nu-ntal-Punktraum  (/*,—  1)*""  Dimension.  Dah»'r  fiithält  der  Träger  auch 
das  der  /''"  Gruppe  entsprechende Fundamental-Punktgebilde  von  (1)  (lO.'ij: 

h)  Tritt  in  der  Charakteristik  einer  CoUineation  (1)  eine  Gruj^pe 
von  Exponenten  auf,  die  sämmtlich  grösser  als  1  sind,  so  enthält  der 
Trärjer  des  ihr  zugeordneten  lutndamental-Ebcnengehildrs  alle  Fundamnü(d- 
J'Hnktg<hdde  von  (1). 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  über  die  Fundamentalgebilde 
einer  singulären  rollineatiou  (1).  Ist  (1)  singulär,  so  giebt  es,  wenn 
wir  wieder  die  Collineation  (1)  kurz  mit  f(xu')  =  0  bezeichnen  und 
2x.u:=«i     (?=1,  2,..  .«4-1) 

setzen,  in  der  Schaar  von  Colliueationen 

im  Allgemeinen  (w  +  1)  singulare  Collineationcn  und  unendlich  viele 
ordinäre  Colliueationen,  da  k^u!c -{- X.,f{xu')\^=0  ist;  sei  diese 
Determinante  für  Aj  =  —  A',  ^0  =  1  nicht  Null,  also 

fixu')  -  a'm;  =  o 

eine  ordinäre  Collineation  der  Schaar,  die  wir  kurz  mit  ;^(jrM')  =  0 
bezeichnen  wollen;  jeder  Doppelpunkt  von  f{xu')  =  0  ist  auch  ein 
solcher  von  3^(2^')  =  0,  und  umgekehrt.  Dasselbe  gilt  von  den  Doppel- 
ebenen. Also  haben  f(xit')  =  0  und  x(^^^')  =  ^^  dieselben  Fundamental- 
gebilde.    Die  charakteristische  Determinante  von  ;k(-^w')  ist 

!(A  +  A')h;_/-(^-w')  ; 
ist  daher  (A  —  c)'  ein  ET  von     Xti'^  —  f(xu')\,  so  ist  \X  —  (c  —  X')Y  ein 
ET  von  1  A?tx  —  x{^^') '•     Also: 

Ist  f{xii')  =  0  eine  singulare  Collineation,  so  hat  die  ordinäre 
Collineation  /' /t^  — /"(.r  »')  =  0  dieselben  Fundamentalgebilde,  wie 
f{xu')  =  0;  ihre  Charakteristik  erhält  man  aus  derjenigen  von  f{xu')  =  0, 
indem  man  die  übergesetzten  Nullen  weglässt. 

105.  Die  bisher  erlangten  Resultate  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
projektiven  Eigenschaften  der  (  ollineationen  aller  Klassen  eitus  Jtaumrs 
n""  Dimeixsion  vollständig  anzugeben,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  die  be- 
treffenden Normalformen  der  Collineationcn  heranzuziehen.  Wir  wollen 
dies  für  die  Fälle  n  =  1,  2  und  3  wirklich  ausführen  und  zwar  bei  n  =-  1 
in  der  Geraden,  bei  n  =  2  in  der  Ebene.  Wenn  wir  dabei  die  Normal- 
formen für  die  Colliueationen  aller  Klassen  zufügen,  so  geschieht  dieses 
nur  deshall),    damit   der  Anfanger  die  geometrischen  Eigenschaften  der 
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Collineationeu  an  den  Normalformeu  direkt  studiren  kann.  Verstellt 
derselbe  unter  |),  (ff,)  den  Punkt  (die  Ebene),  dessen  (deren)  Coordinaten 
alle  ausser  der  /*""  Null  sind,  so  stimmen  die  unten  angegebenen 
Fundanientalräume  mit  denen  der  Collineation  in  der  betreffenden 
Normal  form  überein.* 

Ueber  den  Fall  n  =  l  sind  einige  Vorbemerkungen  zweckmässig. 
Hat  ein  Punkt  die  Koeföcienten  ti[  \  »ö,  so  sind  —u!>  \  ?<i  seine  Coordinaten 
J^il^i]  die   Gleichung  u[x^  +  u^x^  =  0  besagt  also,   dass 

x,x:-xox[  =  0,    ^  =  4 

ist,  dass  also  die  Punkte  x^  j  x^  und  ul  \  ui  identisch  sind.  Dieses 
vorausgeschickt,  betrachten  wir  die  Collineationeu  der  Klasse  [ii]. 
Hier  giebt  es  den  zwei  Exponenten  1  in  [ii]  entsprechend  in  jeder 
der    aufeinanderliegenden    projektiven    Punktreihen    R    und    JR'    zwei 

Doppelpunkte  jh  ^°d  Pi>  ^\  ^^^  ^2>  ^^  Ihj  ^i  ^^^  Iht  ^2  ®^^' 
sprechende  Doppelpunkte  seien.  Nach  Satz  b  fällt  aber  (vergl.  die 
vorausgehende  Bemerkung)  p^  mit  n^,  jh  ™^^  ^1  zusammen.  Die 
absolute  Invariante  ist  das  Doppelverhältniss,  das  zwei  homologe 
Punkte  mit  den  beiden  Doppelpunkten  2\  =  n.^  und  f^  =  tt^  bestimmen 
(S.  206).  —  Untersuchen  wir  z.  B.  weiter  die  Collineationen  der  Klasse  [2]; 
hier  tritt  in  Ii  und  J2'  je  ein  Doppelpunkt  p.^  bez.  ii^  auf;  nach  Satz  7i 
ist  aber  p^  =  ^ j ;  absolute  Invariante  ist  keine  vorhanden.  Endlich 
wollen  wir  die  singulare  Collineation  [1, 1]  betrachten.  Sie  hat  zwei 
Doppelpunkte  j)j  =  ^2;  Ä  "=  ^17  "^^^  [^^]-  (Vergl.  104,  Schluss.)  Von 
diesen  ist  der  eine  p^  der  singulare  Punkt  in  R,  der  andere  p^  der 
in  i?'  (101,  Schluss).  Dem  Punkte  p,^  von  7?  entsprechen  alle  Punkte 
von  J2',  jedem  von  p^  verschiedenen  Punkte  von  R  entspricht  derselbe 
Punkt  p^  in  R'  (siehe  das  Schema  am  Schlüsse  von  99),  u.  s.  w.  Nun 
wird  man  auch  die  übrigen  Fälle,  ebenso  die  verschiedenen  Fälle  bei 
w  =  2  und  n  =  3  erledigen  können,  zumal  im  Folgenden  auf  die  in 
Betracht  kommenden  obigen  Sätze  (durch  eingeklammerte  a,  b  u.  s.  w.), 
wenn  nöthig,  hingewiesen  wird. 
Wir  haben  also  folgende 

I.  Klassen  der  CoUineationen  in  der  Geraden. 

a.)  Ordinäre  Collineationen. 

1.  [11]:  c^x^u^-{-  c.^x.^u^  =  0. 

Hier  treten  zwei  Boppclpunlde  p^=-  n^  und  p,^=  71^  auf;  sind  xx' 
zwei  homologe  Punkte  einer  Collineation  dieser  Klasse,  so  ist  das 
Doppelverhältniss  der  Punkte  xx' p^p^  die  absolute  Invariante  derselben. 

*  In  der  Geraden  hat  man  dann  also  unter  ttj  ,  ttj  den  Punkt  der  Koefficienten 
1   0  bez.  0   1  zu  verstehen,  u.  s.  w. 
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2.  [2]:  c^ix^ M,  +  x^u,)  +  j-,  u^  -  0. 

Die  Collineationon  diesiT  Klasse  besitzen  ('i)icn  Doppelpunkt  ;>„  =  »j 

untl  Jit  ine  (ilisnli({r  Inrarkmtc. 

3.  [vll)]:  jT,  ?<,  4-  x^xt^  =-  0. 

Jcf/rr  Punkt  der  aufeinanderliegenden  Punktreihen  ist  ein  Doppel- 
punkt; Iceine  absolute  Invuriante!     Die  identische  Collineation. 

ß)  Singulare  ('olllneatlonon  erster  Spccies. 

1 .  1 1 1  ] :  u-j  ?/j  =  0. 

Jede  der  projektiven  Punktreilien  hat  einen  singulären  Punkt  jJj 
bez.  ^)j;  diese  Punkte  sind  zugleich  Doi)pelpunkte  der  Collineation*, 
keitie  absolute  Invariante. 

2.  [2]:  x^u^^O. 

Wie  1,  nur  dass  die  beiden  singulären  Punkte  in  einen  Punkt  pj 
zusammenfallen;  jk  ist  zugleich  Doppelpunkt. 

H.  Ellassen  der  Collineationen  in  der  Ebene. 
a)  Ordinäre  CoUineatiouen. 

1.  [inj:  c^x^u^-^-  c^x.ji^-\-  c.^x^U3=^  0. 

Drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppelgerade,  welche  die  Ecken  und  Seiten 
eines  Dreiecks  bilden,  und  zwar  ist,  wenn  p,  und  Tti  (i  =  1,  2,  3)  ent- 
sprechende Fundamentalelemente  sind,  die  Gerade  PiP2=  ^3,  P>Pz  =  '^\j 
P3P1  ==  ^i(f)-  ^^^  Collineationen  in  jeder  der  drei  Doppelgeraden  haben 
dieselbe  Charakteristik  [ll]  (XL).  Die  Punktreihen,  welche  aus  zwei 
homologen  Punkten  x,  x'  und  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  den  drei  Doppelgeraden  bestehen,  sind  projektiv  unter  sich 
und  zu  Strahlenbüscheln,  gebildet  aus  zwei  homologen  Geraden  u,  u' 
und  den  Verbindungsgeraden  ihres  Schnittpunktes  mit  den  drei  Doppel- 
punkten (S.  206  — 207).  Zwei  unabängige  Doppelverhältnisse,  welche  a",  x! 
mit  diesen  Schnittpunkten  (a,  u'  mit  diesen  Verbindungsgeraden)  be- 
stimmen, sind  die  beiden  absoluten  Invarianten. 

2.  [21] :  Cj  {xy  «1  -f  X.,  uS)  -f  Cj  x^  u^  -f  j;,  u^  =  0. 

Zwei  Doppclpunkte  p^  und  p.^,  zwei  Doppchjerade  ff,  und  tt,.  Auf 
der  dem  Exponenten  2  in  [21 J  entsprechenden  Doppelgeraden  7t ^  liegen 
die  beiden  Doppelpunkte  ;)o  und  p^  (/<),  die  zu  1  in  [2l]  gehörende 
Doppelgerade  n^  enthält  den  dem  Exponenten  2  zugeordneten  Doppel- 
punkt pg  (^)>  ^^er  nicht  Pj  {c).  Die  Collineationen  in  n-j  und  ^3  gehören 
bez.  zu  den  Klassen  [11 1  und  [2]  (XL).  Die  absolute  Invariante  ist 
das  Doppelverhältniss,  welches  homologe  Punkte  x,  x'  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Geraden  xx'  und  tt,  ,  n-g  bestimmen,  u.s.  w. 
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3.  [3]:  c-i  (j-j  ?/i  +  a-o  u^  +  a-g  M3)  +  a\  u.,  +  a-^  «3  =  0. 

Fht  Dopfielimnli  p,  und  rine  Doppcl  gerade  ^r^,  die  p^  eutliält  (Ä); 
Ati»i€  absolute  Invariante. 

4.  f(ll)  1]:  Cj  (j-j  «1  +  J-2?<o)  +  Ca^aMg  =  0, 

Dem  Exponenten  1  entspricht  ein  Doppelpunkt  ^'s  und  eine 
Doppelgerade  n-j,  die  getrennt  liegen  (c),  der  Gruppe  (11)  entspricht 
ein  lineares  Fundamental-Punktgebilde  (Strahlengebilde)  erster  Dimension, 
d.  h.  eine  gerade  Reihe  von  Doppelpunkten  mit  dem  Träger  jt^  («)  und 
Büschel  von  Doppelstrahlen  mit  dem  Mittelpunkte  jhi^)-  ^^^  Ver- 
bindungsgeraden homologer  Punkte  gehen  stets  durch  p^,  die  Schnitt- 
punkte homologer  Geraden  liegen  stets  auf  %(c).  Die  Collineationeu 
dieser  Klasse  stellen  perspeUivc  Beziehungen  vor,  bei  denen  Axe  n^ 
und  Centrum  p^  der  Perspektivität  getrennt  liegen.  Die  absolute  In- 
variante ist  das  Doppelverhältniss,  welches  homologe  Punkte  a:,a:',  das 
Centrum  p^  und  der  Schnittpunkt  der  Geraden  xx'  mit  der  Axe  n^ 
bestimmen. 

5.  [(21)] :   Ci  {x^  ^i^  +  x^  «2  +  ^s  ''3)  +  ^1  "2  =  0- 

Die  Collineationeu  sind  perspeldiv,  und  zwar  liegen  Axe  tx^  und 
Centrum  p^  der  Perspektivität  aneinander  (g);  keine  absolute  Invariante. 

6.  [(111)]:  x^u^  +  x^u^  -f  x^u^  =  0. 

Die  identische  Collineation;  keine  absolide  Invariante. 

ß)  Singulare  Collineationen. 
a)  Singulare  Collineationen  erster  Species. 
Die  Klassen  der  singulären  Collineationen  erster  Species  sind  die 
Klasseti  der  projektiven  Beziehungeyi  zwischen  einem  Strahlenbüschcl  und 
einer  geraden  Vunldreihe,  die  derselben  Ebene  angehören  (100).  Was  die 
Art  der  Vertheilung  der  Fundamental-  bez.  der  singulären  Gebilde  an- 
belangt, so  kann  dieselbe  unmittelbar  aus  II,  a  ersehen  werden.  (Vergl. 
104,  Schluss.)     Wir  haben  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  [111]:  c^x^u^  4-  c^x^V'i  =  0. 
Der  Mittelpunkt  p^  des  Strahlenbüschels  und  der  Träger  der  zu 
ihm  projektiven  Punktreihe  auf  71^  liegen  getrennt.  Zwei  Punkte  p^ 
und  ;),  von  jTg  liegen  auf  den  homologen  Strahlen  ^r,  bez.  n^  von  pg. 
—  Die  Collineation  auf  der  singulären  (Doppel-)  Geraden  n^  gehört 
zur  Klasse  [11],  die  Collineationen  auf  den  beiden  anderen  Doppel- 
geraden 71  ^  und  TTg  gehören  zur  Klasse  [11]  (XL).  Die  ahsolute  In- 
variante ist  das  Doppelverhältniss,  welches  zwei  homologe  Punkte  der 
Collineation  und  die  Schnittpunkte  ihrer  Yerbin dungsgeraden  mit  ^^ 
und  jTj  bestimmen. 
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2.  [21]:  q(ji/<,  +  u\.u^)  +  ri?/o  =  0. 

DtT  Mittelpunkt  j)^  des  Büschels  und  der  Träger  n-,  der  i'unkt- 
reihe  liegen  (jdrcnnt;  ein  Strahl  n-,  des  Büschels  p^  geht  durch  den 
homologen  Punkt  j),  von  n^.     Keine  absolute  Invariante. 

3.  [(iiu]:   X,  ?*,  +  j-,?/3  =  0. 

Die  Punktreihe  auf  tt,  und  das  zu  ihm  projektive  Strahlen- 
büschel j)3  betinden  sich  in  perspehtiver  Laf/e.    Keine  absolute  Invariante. 

4.  [21]:   C3a-3U,+ j-,  e<2=  0. 

Der  Mittelpunkt  p«  des  Strahlenbüschels  liegt  auf  dem  Träger  tc^ 
der  Puuktreihe,  und  zwar  entspricht  dem  Strahle  tt^  von  7)^  ein  von  ;;, 
verschiedener  Punkt  p^  von  n^*     Keine  absolute  Invariante. 

5.  I  ;5 1 :   X,  u^  +  a",  u^  =  0. 

Der  Träger  jfi  der  Punktreihe  enthält  den  Mittelpunkt  /j,  des  zu 
ihm  projektiven  Büschels,  und  zwar  entspricht  dem  Strahle  tt^  von  p^ 
der  PunJct  j)^  von  tt^:^     Keine  absolute  Invariante. 

b)  Singulare  CoUineationen  zweiter  Species. 

1.  [111]:   oc^u^  =•0. 

Die  Ebene  B.  enthält  eine  gerade  Reihe  singulärer  Punkte  auf 
dem  Träger  rr^,  die  Ebene  IV  ein  Büschel  singulärer  Strahlen  mit 
dem  Scheitel  j), ;  j),  lie(/t  nicht  auf  Wj  (vergl.  II,  a)  unter  4  und  104, 
am  Schlüsse).  Einem  Punkte  von  R  entspricht  im  Allgemeinen  der 
Punkt  2)j  von  7?',  der  zugleich  ein  Doppelpunkt  ist;  weitere  Doppel- 
punkte sind  die  Punkte  von  n^,  denen  als  Punkte  von  7t  jeder  Punkt 
von  IV  entspricht.     U.  s.  w.  (99). 

2.  [21]:   a:,?/2  =  0. 

Wie  1,  nur  dass  hier  der  Mittelpunkt  p^  des  Büschels  singulärer 
Strahlen  auf  dem  Träger  n-,  der  siugulären  Punkte  liegt,  —  In  beiden 
Fällen   treten  keitic  absolutio,  Invarianten  auf.     (Vergl.  II,  a)  unter  5.) 

III.  Klassen  der  CoUineationen  im  Räume  3'*^'"  Dimension. 

u)  Ordinäre  CoUineationen. 

1 .  [Hill:  Ci  :r,  «j  +  c^  r,  »» -f  ^"3  a-j  u^  -\-  r,  t^  u^  =  0. 

Vier  JJoppi'lpunkte  Pi,P2,P3,Pi  und  vier  Dopprl ebenen  7T^,TT^,:T^,7t^, 

welche   die   Ecken   und  Seitenflächen    eines  Tetraeders  bilden.     Sind  pt 

und   TCi  entsprechende    Doppelelemente,   so    ist  die  Ebene  PiP^p^=  n^, 

VilhP\^  ^\}  U.S.W.  (/').**  —  Die  CoUineationen  auf  den  vier  Doppel- 


*  Ueber  die  Charakterisiruiig  dieses  Falles  durch  das  ViTschwindon  gewisser 
rationaler  Invarianten  der  Collineation  vergl.  Mutli,  Matli.  Ann.  (92)  13d.42,  S.  260. 
*•  Die  Lage  der  Doppelgeraden  crschliesst  man  aus  derjenigen  der  Doppel- 
punkte- und  Kbeneu  mit  Leichtigkeit. 
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ebenen  haben  dieselbe  Charakteristik  [in]  (XL).  —  Die  Puuktreihen, 
welche  aus  zwei  homologen  Punkten  .r,  x  und  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  xx'  mit  den  vier  Doppelebenen  bestehen,  sind  unter  sicli  pro- 
jektiv und  projektiv  zu  den  Ebenenbüscheln,  gebildet  aus  zwei  homologen 
Ebenen  hu'  und  den  Ebenen,  welche  die  Gerade  tiii'  mit  den  vier 
Doppelpunkten  verbinden  (S.20G  — 207).  Drei  unabhängige  Doppelverhiilt- 
nisse,  welche  x,x'  mit  diesen  Schnittpunkten  («,  h'  mit  diesen  Ver- 
biudungsebenen)  bestimmen,  sind  je  drei  absoluten  Invarianten  der 
Collineationen  dieser  Klasse. 

2.  [211] :  Cj  (j-j  i/j  +  a-j  «2)  4-  c^  x^  it^  +  ^3  oc^  u^  +  x^  lu  =  0. 

Drei  Dopprjpunldc  2\A^ziVi  H'^^  '^''^^  Doppdehe'ncn  ;rj,:rj, jr.,.  Die 
drei  Doppelpunkte  liegen  in  der  dem  Exponenten  2  zugeordneten 
Doppelebene  7t^  (h)  und  die  drei  Doppelebenen  schneiden  sich  in  dem 
dem  Exponenten  2  zugeordnetem  Doppelpunkte  p.^.  Die  den  beiden 
Exponenten  1  entsprechenden  Doppelebenen  jr^  und  jr^  enthalten  je 
zwei  Doppelpunkte  2k  ^^^  2h  b^^-  2h  ^^^  2h  ('^)-  —  ^^^  Collineation 
auf  n^i  hat  die  Charakteristik  [111],  ihre  absoluten  Invarianten  sind 
dieselben,  wie  die  der  betreffenden  räumlichen  Collineation.  Die  Col- 
lineationen auf  n-g  und  ji^  gehören  zur  Klasse  [21],  u.  s.  w.  (XL).  — 
Die  Deutung  der  absoluten  Invarianten,  deren  die  Collineationen  dieser 
Klasse  je  zwei  besitzen,  geschieht  analog  wie  bei  1. 

3.  [31] :   Cj  (Xj  U^  +  Xg  !<2  +  3^3  Uq)  -\-  Co  x^  Ui  +  ^1  «2  +  ^2  %  °=  ö- 

Zwei  l)op2)elpunJ:te  2hy  2^1  ^^^  zwei  Doppclehenen  n^,7T^.  Die  dem 
Exponenten  3  zugeordnete  Doppelebene  tTj  enthält  die  beiden  Doppel- 
punkte; der  demselben  Exponenten  entsprechende  Doppelpunkt  2h  ü^g^ 
in  der  Schnittgeraden  der  beiden  Doppelebenen  (/t);  p^  liegt  aber  nicht 
in  dieser  Schnittlinie  (e).  —  Die  Collineationen  auf  tTj  und  ä^  haben 
bez.  die  Charakteristiken  [21]  und  [3]  (XL).  —  Eine  absolute  Invariante: 
das  Doppelverhältniss,  welches  zwei  homologe  Punkte  x,x'  und  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  xx^  mit  tt^  und  71^  bestimmen. 

4.  [22]:    Ci{x^  Ml  +  Xj  Mg)  +  C^(X3  Mg  +  X^  U^)  +  Xi  Uo  +  X^  ?f,  =  0. 

Zicei  Doiypelpunkte  p^  und  j)^,  zivei  Loijpelebenen  n^  und  hTj;  die 
beiden  Doppelpunkte  liegen  in  der  Schnittgeraden  der  beiden  Doppel- 
ebenen (/i);  eine  absolute  Invariante,  die  wie  bei  3.  zu  deuten  ist.  — 
Die  Collineationen  in  den  Ebenen  ti^  und  71^  gehören  beide  zur 
Klasse  [21]. 

5.  [4] :  q  {x^  «1  -f  x^  u^  -f  x^  u^  +  x^  m.,)  +  a-^  Wg  -f  x^  u^  -f-  x^  m.j  =  0. 
Ein  Dopi)cl2nmkt  p^  und  eine  Dop2'>elebene  n^ ,  die  incident  sind  (h). 

—  Die   Collineation  auf  n-^  hat  die  Charakteristik  [3]    (XL).  —  Keine 
absolute  Invariante. 
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6.  [dOii]:  t'i  (x,  «1  +  u-j  u„)  +  CsT,  «8  +  c^x^  u^  —  0. 

Der  Gruppe  (iit  ist  ein  lineares  Fundamental  -  Puiiktgebilde 
1*"'  Dimension  (chic  (jcrade  Jirilie  von  IhjtptifmnktrnJ  auf  p^y  ]>»  und 
ein  ebensolches  Ebenengebilde  (liüscJui  von  l>op}M:lcliCiien)  mit  dem 
Träger  p^  ;>,  =  tt,  jto  zugeordnet.  /V/c  Ar^»  r/t-*-  Biisdicls  schneidet 
den  Träifcr  der  Pnnltrcihc  nicht  (f).  Weiter  sind  zicii  Doppelpunkte 
(Doppelebenen)  vorhanden,  die  im  Träger  des  Büschels  liegen  (6): 
p^,  Pi  (n^,  7T^).  Die  Verbindungsgeraden  homologer  Punkte  schneiden 
stets  die  Gerade  p^  p.i;  die  Schnittgeraden  homologer  Ebenen  schneiden 
stets  die  Gerade  ;)j  ji^  (c).  Die  Collineationen  auf  tt^  und  n^  gehören 
beide  zur  Klasse  [(ii)ij;  sie  sind  also  beide  perspektivisch  mit  den 
Centren  p_^  bez.  2h  ^^^  ^^^r  Axe  2\  jh-  i^^^^Q^-  II >  «  unter  4.)  — 
Zwei  absolute  Invarianten:  Zwei  unabhängige  von  den  Doppelverhält- 
nissen, welches  zwei  homologe  Punkte  x,  x  mit  den  Schnittpunkten 
der  Geraden  xx  mit  den  Ebenen  n^^n^  und  der  Geraden  pg  j)^  be- 
stimmen, U.S.W. 

7.  (2(11)] :  Cj  (jTi  ?<i  +  x.,  ?<o)  +  ^(^3  «<3  +  a:.,  w.,)  +  x^  u^  =  0. 

Wir  haben  den  vorigen  Fall,  nur  dass  hier  die  Axe  Pipo  des 
Büschels  von  Doppclebcnen  nur  einen  Doppelpunkt  ;>«  enthält,  und 
durch  den  Träger  2h  V\  =  ^i  ^2  ^^^  lirihc  von  I)op)2^elimnlcten  nur  eine 
Doppelebene  n-j  geht.  —  Eine  absolute  Invariante,  die  man  analog 
deutet,  wie  bei  6.  — 

8.  [(21)  ij:  fi(a-iMi -f  2-2 Ui  +  2-3 «3)  4-  c^x^Ut  +  x^ u^  =  0. 

Wie  6,  nur  dass  der  Träger  p^  2h  ^^^^  ""^  lauter  Do2)2)cIpunlicti 
hcstehaidcn  Punlircihe  die  Axe  2h  Ih  °"  ^1  ^3  ^^^  Büschels  der  Dop2^el- 
ebenen  schneidet  (g).  Ausser  dem  Schnittpunkte  ih  dieser  Träger  liegt 
noch  ein  weiterer,  dem  Exponenten  1  zugeordneter  Doppelpunkt  p^  auf 
der  Geraden  7)2/).,-,  ku^s^t  p^2hV\  gi^bt  es  noch  eine  weitere  durch  2h  Ih 
gehende  Jl02)2)cl ebene  IhPjlh^  ^i- —  Eine  absolute  Invariante;  über  ihre 
Deutung  vergl.  6. 

9.  [v3i,;]:  Ci(j-j  Uj  -f  x^u^  -f  arg  n^  -f  a:.,  ?/.,)  +  ar,  w^  +  Jj  "3  =  0. 

Es  giebt  wieder  eine  Gerade  2h ]'i'  deren  s'innntlieJie  Punlte  I)o2>2>el- 
2>unktc,  und  eine  Gerade  2'ilh^  d^'(^^^  säninitlichc  Ebenen  Uo2)])ehbenen 
sind,  diese  Geraden  schneiden  sich  (g).  Weitere  Doppelelemente  sind 
nicht  vorhanden.     Keine  absolute  Invariante. 

10.  [',22)]:  Ci{x^u^  -f  x^n..-\-  0-3 Uj  -f  a:.,i<J  +  x^u^  +  x^u^  =  0. 

Eine  BeiJie  von  Do2>2JclimnJdcii  und  ein  Büschel  von  I)o2>i)elebencn, 
deren  Träger  2h Pi^  ^1^3  susammcnfallai  (h).  Die  Verbinduugsgeraden 
homologer  Punkte  und  die  Schnittgeraden  homologer  Ebenen  treflfen 
stets  diesen  Träger  (c).     Keine  absolute  Invariante. 
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11.  [ai)(ll)]:  Ci{a\Uy  +  .TsJ/o)  +  ^3(^-3 «3+  x,^UJ^)  =  0. 

liier  treten  :wci  gerade  Reihen  vo)i  Doppcl i^ mit en  auf  mit  den 
Trägern  7>i;>o  und  p^p.i  und  civei  liiiseJiel  von  Doppel  ebenen,  deren  Axen 
bez.  mit  PyPi  und  ;)3;>4  zusammenfallen  {!)).  Die  Geraden  p^p^  \xn^p^p^ 
schneiden  sich  nicht  (f).  Die  Verbindungsgeraden  homologer  Punkte  x,x' 
und  die  Schnittgeraden  homologer  Ebenen  u,n'  tretl'en  beide  Axen  pj^2 
und  2h  Ih  (^'^-  Bezeichnen  wir  diese  Schnittpunkte  mit  s,  und  Sg,  so 
sind  die  Punktreihen  a'x's^s^  unter  sich  projektiv  und  projektiv  zu 
den  Büscheln,  die  durch  ?/,  ?/  und  die  Ebenen,  welche  durch  die  Ge- 
raden uh'  und  j)j7)j,  bez.  2h Px  gehen,  gegeben  sind.  Eine  ahsohitc  In- 
variatite:  Das  Doppelverhältniss  vier  solcher  Punkte  oder  vier  solcher 
Ebenen.  (Ist  dieselbe  gleich  —  1 ,  so  ist  die  betreflende  CoUineation 
eine  geschaart  involutorische.) 

12.  [(111)  1]:  Cyix^u^  +  x.,u^  -\-  0-3 «3)  +  ffT^«.,  =  0. 

AUe  PnnJife  einer  gewissen  Ebene  i>i /^g 2)3  =  jr.,  sind  Doppelpunkte, 
und  alle  durch  einen  gewissen  Punkt  n^  n^  n^  =  p^  gehenden  Eljenen 
sind  Doppelebenen;  p^  und  n-j  liegen  getrennt  (e).  Weitere  Dop2iel- 
clcmente  sind  p^  und  :r^.  Die  Verbindungslinien  homologer  Punkte 
gehen  sämmtlich  durch  p^,  die  Schnittlinien  homologer  Ebenen  liegen 
sämmtlich  auf  n^  (c).  Die  Collineationen  dieser  Klasse  sind  Perspektive 
räumliehe  Beziehungen  mit  dem  resp.  Centrum  p^  und  der  Ebene  71^  der 
CoUineation,  —  Eine  absolute  Invariante:  Das  Doppelverhältniss,  welches 
zwei  homologe  Punkte  x,x'  mit  ^),  und  dem  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden xx   mit  7C^  bestimmen,  u.  s.w. 

13.  [(211)]:  q(:r,Mj  +  XoMo  +  ^'3^3  -I-  2'4«4)  +  a-i2<2  =  0. 

Die  Collineationen  dieser  Klasse  sind  gleichfalls  perspeliive  räum- 
liche Beziehungen,  bei  denen  aber  stets  das  Centrum  2h  'in  der  Ebene  n^ 
der  CoUineation  liegt  (g).     Keine  absolute  Invariante. 

14.  [(1111)]:  x^  u^  -f-  X., ?<2  -f  a-g  W3  -f  Xj^u^  =  0. 
Die  identische  CoUineation;  keine  absolute  Invariante. 

ß)  Sin^Sre  Collineationen. 
a)  Singulare  Collineationen  erster  Species. 
Die  Klassen  der  singulären  Collineationen  erster  Species  sind  die 
Klassen  der  collinearen  Beziehungen  zuischen  einem  Bündel  und  einem 
ebenen  Systeme  desselben  räumliehen  Systems  (100).  Die  Vertheilung 
der  Fundamentalgebilde  bez.  der  singulären  Gebilde  kann  man  aus 
III,  a)  ersehen  (104,  Schluss).     Hier   können   folgende  Fälle  eintreten: 

1.  [1111]:  CiX^Ui  4-  C2X.2U0  -f  c^x^u^  =  0. 
Das  Centrum  p^  des  Bündels  liegt  ni(M  im  Träger  ix,^  des  ebenen 
Systems.      Drei   Punkte  ^'i  Vi  Pz    ^^°    ^4    liegen    in    den    homologen 
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Strahlen  des  Bündels.  —  Die  Collineution  in  der  Ebene  n^  hiit  die 
Chanikteristik  [m!;  diejenigen  in  den  übrigen  Doppelebenen  sind  sin- 
gulär  erster  .Species,  und  zwar  ist  ihn-  Ciiarukteristik  [iii](XL).  — 
ZurI  absolufv  Invarianten:  zwei  unabhängige  von  den  Doppelverhült- 
uissen,  welche  zwei  homologe  l'unkte  und  die  Schnittpunkte  ihrer 
Verbiudungsgeradeu  mit  den  drei  Ebenen  V\l\p.,,  j'iJKPs,  p^p^Pi  be- 
stimmen;  U.S.W. 

2.  [211]:  Ci(j;,  Ui  +  JpMj)  +  ^s-^s'^a  +  -'i  "-  =  0. 

Wie  1 ,  nur  das  zwei  Strahlen  des  Bündels  j),  durch  die  homologen 
l'unkte  der  Ebene  jr.,  gehen.  —  Die  Collineation  in  der  Ebene  7r^  ge- 
hört zur  Klasse  [21],  diejenigen  in  den  beiden  anderen  Doppelebenen 
gehören  zu  den  Klassen  [111]  und  [21]  (XL).  —  Eine  absolute  In- 
variante, die  man  analog,  wie  bei   1  deutet. 

3.  [31 J:  Cj (j;, «,  -f  j.\,  i(^  -f  x^ ii^)  +  x,  u^  +  jTj u^  =  0. 

Wie  1,  nur  dass  hier  ein  Punkt  der  Ebene  .t,  im  homologen 
Strahle  des  Bündels  i)^  liegt.  —  Die  Collineation  in  tt^  hat  die 
Charakteristik  [3];  die  Collineation  auf  der  anderen  Doppelebene  71^ 
hat  die  Charakteristik  [21]  (XL). 

4.  [,11)11]:  ^iC-Ti",  +  -Vo  iio)  -f  c^x^u^  =  0. 

Wie  1,  aber  die  Collineation  in  der  singulären  Ebene  >t^  gehört 
zur  Klasse  [(11)1],  ist  also  perspektiv  derart,  dass  das  Centrum  p^  und 
die  Axe  p^p^  getrennt  liegen.  Ausser  p^  liegen  hier  also  sämmtliche 
Punkte  von  p,  po  in  ihren  homologen  Strahlen.  Bedeutet  2h  den  sin- 
gulären Punkt,  so  treffen  alle  Gerade,  welche  homologe  Punkte  ver- 
binden, die  Gerade  jjjp^.  Eitle  absolute  Invariante:  Das  Doppelverhältniss, 
welches  zwei  homologe  Punkte  r,  a/  und  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden xj^  mit  der  Geraden  p^Px  und  der  Ebene  PiP^ji^  bestimmen. 

5.  [^21)  1]:  Tj (xi  j/j  +  a-j Mj  +  x^u^)  +  a-j u^  =  0. 

Wie  4,  nur  dass  hier  in  der  singulären  Ebene  n^  das  Cetitrum  77, 
auf  der  Axe  p^j'^  der  Fcrspddivität  liegt.     Keine  absolute  Invariante. 

6.  [(111) i]-,  XiUo  +  x^Uo  -f-  j-jUj  =  0. 

Das  Bündel  mit  dem  Träger  ;>,  und  das  zu  ihm  collineare  ebene 
System  mit  dem  Träger  :T^  befinden  sich  in  ]crs}ie}:tivcr  Lage.  —  Jeder 
nicht  in  ;r  j  liegende  Punkt  wird  aus  j)^  auf  die  Ebene  :T^  nach  dem  zu 
ihm  homologen  Punkte  projicirt.*  —  Keine  absolute  Invariante. 

*  Die  Perspektive  des  Malers  ist  also  eine  singulilre  collineare  Beziehung 
erster  Species  mit  der  Charakteristik  [(ai)ij-  I^ie  Rcliefperspektive  dagegen 
und  die  gewöhnliche  Perspektive  des  Bildhauers  gehören  zur  Klasse  [(ni)i] 
der  ordinären  räumlichen  CoUineationen. 
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7.  [*2ii]:  c^x^  M3  +  ("3  j-.,  ?<,  4-  J"i  Ho  =  0. 

Der  Mittelpunkt  j\  des  Bündels  liegt  i))i  Träger  ;r,  des  zu  ihm 
colliueareu  ebenen  Systems.  Dem  in  tt^  liegenden  Strablenbüscbel 
von  j);  entspricht  eine  Punktreibe,  deren  Träger  pjj),,  nicht  durch  den 
Mittelpunkt  des  Büschels  geht.  Zwei  Strahlen  desselben  gehen  durch 
die  homologen  Punkte  p^,  Pi  der  Punktreihe.  Eine  absolute  Invariante; 
ihre  Deutung  erfolgt  analog,  wie  bei   1. 

8.  [22]:    Ci(j-iHi  4-  X^IU)  +  2\H^  +  X^lt^  =  0. 

Wie  7,  aber  nur  ein  Strahl  des  dem  ebenen  Systeme  jtg  an- 
gehörigen  Strahlenbüschels  jh  g^^^  durch  den  homologen  Punkt  p.^ 
der   zu   ihm  projektiven  Punktreihe  i)ip.^.  —  Keine  absolute  Invariante. 

9.  [2(11)]:  Co(a:3?<3  +  x^n^)  +  x^ii.^  =  0. 

Wie  7,  aber  sämmtlichc  Strahlen  des  Büschels  2h}  welches  im 
Träger  rr^  des  ebenen  Systems  liegt,  gehen  durch  ihre  homologen 
Punkte  Siuf  p^p^.  —  Keine  absolute  Invariante. 

10.  [31]:  c^XiU^-\-  x^  »2  +  ^2 ^^3  =  0- 

Auch  hier  liegt  der  Mittelpunkt  p^  des  Bündels  im  Träger  Tt^  des 
zu  ihm  coUinearen  ebenen  Systems;  aber  es  entspricht  dem  in  ffg 
liegenden  Strahlenbüschel  p^  eine  durch  po^  gehende  Punktreihe  auf  p^p^. 
Dem  Strahle  p^  p^  von  2^3  entspricht  ein  von  2h  verschiedener  Punkt  2h 
der  Punktreihe.     Keine  absolute  Invariante. 

1 1.  [4]:   Xi  U.2  -\-  X2  «3  4-  3^3  W4  =  0. 

Wie  10,  aber  dem  in  der  singulären  Ebene  jTj  liegenden  Strahlen- 
büschel mit  dem  Scheitel  p^  entspricht  die  durch  p^  gehende  Punkt- 
reihe auf  dem  Träger  2hiPi  derart,  dass  dem  Strahle  p^l^i  des  Büschels  2h 
der  Punkt  2h  der  Funldreihe  zugeordnet  ist.  —  Keine  absolute  Invariante. 

b)  Singulare  Collineationen  zweiter  Species. 
Die  Klassen  der  singulären  Collineationen  zweiter  Species  sind 
die  Klassen  der  projeldiveti  Beziehungen  zwisclien  einem  EbenenbüscJiel 
und  einer  geraden  Punktreihe  desselben  räumlichen  Systems  (100).  Was 
die  Fundamentalgebilde  bez.  der  singulären  Gebilde  anbelangt,  so  ver- 
gleiche man  die  betreffenden  Klassen  in  III,  a),  deren  Collineationen 
dieselbe  Art  derVertheilung  der  Fundamentalgebilde  zeigen  (104,  Schluss). 
Wir  haben  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.    [1111]:   CiX^Ui  -\- C.2X2tl2  ^  0. 

Die  Axe  2h  Ih  ^^^  Ebenenbüschels  triÜt  den  Träger  ^^^  /»g  ^^^  ^u 
ihm  projektiven  Punktreihe  nicht  \  zwei  Punkte  p^  und  p^  der  Punkt- 
reihe liegen  in   den  homologen  Ebenen  des  Büschels.  —  Eine  absolute 
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Invdriautr:  Das  Düppel verliältniss,  welches  zwei  hoiuolnj^e  Punkte  j,y 
und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  x  x'  mit  den  Ebenen  pip.jpi  und 
Pi  Pä  Pi  hestimmen.  — 

2.  [211 J:  c^{x^l(^  -f  J'j«^)  +  a-i«,  ^  ^• 

Wie  1,  aber  es  liegt  nur  ein  Punkt  ;>..  der  Punktreihe  in  der 
homologen  Ebene  7C^  des  Büschels. 

3.  [(11)  11]:  j-,  u,  +  J3 »2  =  0. 

Die  Beziehung  zwischen  Ebenenbüschel  und  Punktreihe  ist  eine 
2>crsiKktive. 

4.  [-211]:  ^air.,«.,  +  r,  «^  =  0. 

Die  Axe  f^p^^  des  Ebenenbüschels  schneidet  den  Triiger  p^p^  der 
geraden  Punktreihe;  der  Ebene  p^  p^  p^  des  Büschels  entspricht  der 
vom  Schnittpunkte  p^  verschiedene  Punkt  p^  der  Punktreihe. 

5.  [31] :  Xi  u^  +  aTj  11.^  =  0. 

Wie  4,  aber  der  von  der  Axe  p^j^i  ^^^  Büschels  uml  dem  Träger 
PiPi  ^^^  Punktreihe  bestimmten  Ebene  p-^l^iPi  entspricht  der  Schnitt- 
punlt  p.j  von  jixe  und  Träger. 

6.  [22]:    X^t/o  +  3"3?<,  =  0. 

Die  Axe  p^p^  des  Büschels  und  der  Träger  ;>o^),  der  Punktreihe 
fidlen  zusammen.  In  den  Fällen  2  —  6"  treten  keine  «djsoluten  In- 
varianten (luf. 

c)  Singulare  Colliueatiouen  dritter  Species. 

1.  [liii]:   a:,  Hj  =  0. 

Die  Ebene  7t^  =  ihp^p^^  deren  sämmtliche  Punkte  singulare  Punkte 
sind,  enthält  nicht  den  Punkt  ;>, ,  welcher  Träger  eines  Bündels  siti- 
(julärcr  Eheneyi  ist.  (Vergl.  III,  «)  unter  12  und  104,  Schluss.)  Allen 
nicht  auf  tTj  liegenden  Punkten  des  Raumes  II  entspricht  derselbe 
Punkt  ^1  von  li',  u.s.w.  (99). 

2.  [211]:   a-j  «2  =  0. 

Der  Träger  ]>.,  des  Bündels  singulärer  Ebenen  liegt  in  der  Ebene  n^ 
der  singulären  Punkte.     (Vergl.  III,  a)  unter   13  und  1(14,  Schluss.) 
I>ic  CoUineatiomn  dieser  Species  haben  keine  absoluten  Invarianten* 


*  Wir  Htollvn  hier  noch  eine  Reihe  von  Anwendunj^en  der  ET  Auf  geometrische 
Probleme  zusammen.  Von  Anwendunpen  der  Weiorstriiss'sclien  Theorie  sind 
zu  nennen:  Klein,  Ueber  die  Transf.  der  allg.  Gleichung  2'«"  Grades  zwischen 
Liniencnordinaten  auf  eine  kanonische  Fonn,  Inauguraldiss.,  Berlin  1868.  (Ab- 
gedruckt in  Math.  Ann.  Bd.  23.)  Killing,  Der  Flächenbüschel  2 »er  Ordnung, 
Inaugumldiss.,  Berlin  1872.  Weiler,  Ueber  die  verschiedenen  Gattungen  der 
roniplexp  2»ei'  Grades,    Math.  Ann.  (73)  Bd.  7.     Gundelfinger  in  Hesse's  Vorl. 
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§  IS.   Systeme  aus  ganzen  oder  gebroclieueii  Grössen 
eines  Körpers. 

lOG.  Wir  haben  bisher  nur  solche  Systeme  betrachtet,  deren 
Elemente  yanxe  Grössen  eines  Körpers  von  Zahlen  oder  Funktionen 
waren.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  nun  auch  solche  Systeme  heran- 
ziehen, deren  Elemente  gatizc  oder  gebrochene  Grössen  eines  Körpers 
vorstellen,  den  Begriff  „ET"  auch  auf  diese  Systeme  ausdehnen  und 
eine  Reihe  von  früher  gefundenen  Sätzen  über  ET  auch  für  Systeme 
dieser  Art  beweisen. 

Wir  beginnen  mit  Systemen  aus  rationalen  Zahlen  und  schicken 
folgende  Bemerkungen  voraus: 

Die  rationale  Zahl  a  heisst  durch  die  rationale  Zahl  h  (^O) 
theilbar  (b  heisst  in  a  enthalten,  a  ein  Vielfaches  von  6),  wenn 
-^  eine  ganze  Zahl  ist.  Sind  a^,a.^,...ak  rationale  Zahlen,  so  ist 
jeder  gemeinsame  Theiler  dieser  h  Zahlen  in  einer  Zahl  D  enthalten, 
die  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler*  derselben  genannt 
wird.  Man  findet  D,  wie  folgt:  Man  denke  sich  die  unter  a,-  ent- 
haltenen Brüche  reducirt,  jede  der  von  Null  verschiedenen  Zahlen  a, 
als  ein  Produkt  von  Primzahlen  mit  positiven  oder  negativen  Ex- 
ponenten dargestellt  und  nehme  in  D  jede  dieser  Primzahlen  so  oft 
als  Faktor  auf,  als  sie  in  den  h  Zahlen  «,•  mindestens  vorkommt. 

D  ist  offenbar  nichts  anderes  als  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  aller  Zähler  der  reducirten  Brüche  und  der  ganzen  Zahlen 
unter  den  a,-,  dividirt  durch  das  kleinste  gemeinschaftliclie  Vielfache  der 

über  analyt.  Geom.  des  Raumes,  S.Auflage,  1876,  FV.  Suppl.  Voss,  Die  Linien- 
geom.  in  ihrer  Anw.  auf  die  Flächen  2ten  Grades,  Math.  Ann.  (76)  Bd.  10.  Loria, 
Geometria  della  sfera,  Mem.  della  Ac.  delle  Scienze  di  Torino  1884,  Ser.  2, 
Tom.  36.  Segre,  Studio  sulla  quadriche  in  uno  spazio  lin.  ad  un  num.  quäl  di 
dimens.  u.  Sulla  geometria  della  retta  etc.  a.  eben  cit.  0.  M.  Böcher,  Ueber  die 
Reihenentwickelungen  der  Potentialtheorie,  Leipzig  1894  (Capitel  III).  —  Eine 
geometrische  Anwendung  der  Theoreme  XXVIII  und  XXIX  giebt  Segre,  Ricerche 
sulle  omogr.  e  suUe  correl.  in  generale u. s.w.  Mem.  della  Ac.  delle  Scienze  di  Torino 
(85),  Ser.  II,  Tom.  37  (§  1  und  2).  Ebendaselbst  §  3  und  §  4  giebt  derselbe  eine  An- 
wendung der  Kronecker'schen  Untersuchungen  über  die  congruenten  Transf.  der 
bil.  Formen  (vergl.  oben  §  10).  —  Die  Kronecker'schen  Untersuchungen  über 
singulare  Schaaren  —  allerdings  nicht  in  der  erst  1890  abgeschlossenen  Gestalt 
(vergl.  §  8  oben)  —  benutzen  Killing  a.  c.  0.  und  Segre,  Ricerche  sui  fasci  di 
coni  quadrici  in  uno  spez.  1.  quäl.  Atti  della  R.  Acad.  delle  Scienze  di  Torino  (84), 
Vol.  XIX. —  Endlich  finden  die  ET  Anwendung  beim  Hauptaxenprobleme.  Vergl. 
Gundelfinger-Dingeldey,  Vorl.  a.  d.  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte,  Leipzig 
1895,  §  8  und  §  10. 

•  VergL  zum  Folgd.  Hen?el,  Crelle's  Joum.  (96)  Bd.  115,  S.  254ff, 
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auftretenden  Nenner;  D  ist  demnach  durch  den  Euklidischen  Algorith- 
mus direkt  hcstimmhir. 

D  ist  dann  und  nur  dann  eine  ganze  Zalil,  \\nu\  all»'  a,  ganze 
Zahlen  sind. 

Unter  91  wollen  wir  im  Folgenden  stets  ein  System  verstehen,  dessen 
M"  Elemente  rdtioudle  Zahlen  sind;  ist  r  der  Hang  eines  Systems  S^t,  so 
soll  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  iSubdetermiuanten 
p*""  Grades  von  91  (p  ^  r)  allgemein  mit  Z)p  (9i)  bezeichnet  werden. 

Wir  bilden  für  ein  gegebenes  9i  die  Zalilen 
setzen  A-W  ((>  =  1,  2  .  .  .  r), 

ferner  E,+  i(9i)  =  •  •  •  =  E„(9l)  =  0 

und  nennen  J?, CJK),  ■E'-C^)»  •  •  •  -^n(^)  ^^ez-  den  ersten,  zweiten,  .  . .  »'•" 
Elementarthoiler  von  9i.  Zerlegt  man  E^i^),  E^{^) .  . .  Er{%i)  in 
Faktoren,  die  Potenzen  verschiedener  Primzahlen  (mit  positiven  oder 
negativen  Exponenten)  sind,  so  heisst  jede  solche  Primzalil})otenz  ein 
einfacher  Elementartheiler  von  9i;  -E,(9t),  E^{'Si),. . .  E^{^)  dagegen 
sollen  als  die  zusamnieniresetzten  Elementartlieiler  von  (9i)  be- 
zeichnet werden  (4).  Den  p*"^"  ET  eines  Systems  9t  bezeichnen  wir 
allgemein  mit  E^^iW). 

Nun  sei  91  ein  zweites  System  aus  n'  rationalen  Zahlen,  und 
zwar  sei  91  aus  9t  dadurch  hervorgegangen,  dass  9t  mit  Systemen 
aus  je  n"  ganzen  Zahlen  in  beliebiger  Weise  vorn  und  hinten  com- 
ponirt  wurde  (II).     Dann  heisst  9t  ein  Vielfaches  von  9t. 

Ist  9t  Vielfaches  von  9t,  so  ist  der  Rang  r'  von  9t  kleiner  als 
der  Rang  oder  gleich  dem  Range  r  von  91,  also 

ferner  ist  i)(,  (9t)  durch  -Ö^,(9t)  für  p  =  l,2,  ...r'  theilbar.  Dieses 
beweist  man  genau  so,  wie  bei  ganzzahligen  Systemen  in  24. 

Ist  9t  ein  Vielfaches  von  9t,  zugleich  aber  auch  9t  ein  Vielfaches 
von  9t,  so  heissen  die  Systeme  9t  und  9t  äquivalent.  Sind  9t  und  9t 
äquivalent,  so  ist  nach  Vorstehendem 

/  =  r,     Z),(9t)-/A,(9t)  für  (,  =  l,2....r, 
also  auch  ^^^^^^  _  ^^  f 9t)  für  p  ^  1 ,  2,  .  .  .  n. 

Die  Sätze  8a)  und  8h)  in  25  <jdten  also  auch  für  Sijstane  9t. 

107.  Ein  (reducirter)  Bruch  heisst  in  Bezug  auf  eine  bestimmte 
Primzahl  ;)  (modulo  p,  mod.  j))  ganz,  wenn  sein  Nenner  nicht 
durch  ^  theilbar  ist.  Ist  der  Quotient  zweier  rationalen  Zahlen  a  und  h 
(ft=I=0)  eine  mod.  ^)  ganze  Zahl,  so  heisst  a  durch  b  mod.  j)  theilbar 
(a  ein  Vielfaches  von  b  mod.  j),  u.s.  w.).    Ist  weder  der  Zähler,  noch 

M  u  t  h ,  Elomontartbeiler.  J5 
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der  Nenner  eines  roducirton  Bruches  d  durch  die  Primzalil  ^j  theilhar,  so 
sagen  wir,  ff  sei  niod.  ;>  gleich  Eins.  Endlich  heissen  zwei  rationale 
Zahlen  (^  O)  raod.j)  gleich,  wenn  ihrVerhältiiiss  mod.  p  gleich  Eins  ist. 

Nimmt  man  mit  mod.  p  ganzen  rationalen  Zahlen  irgendwelche 
ganze  Operationen  vor,  so  ist  die  resultirende  Zahl  ebenfalls  mod.  p  ganz. 

Entsteht  ein  System  91  aus  einem  Systeme  Si  dadurch,  dass 
letzteres  System  mit  Systemen  aus  mod.  ^)  ganzen  Zahlen  irgendwie 
vorn  und  hinten  zusammengesetzt  wird,  so  heisst  Oi  ein  Vielfaches 
von  liR  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  (mod.  p).  Ist  mod.  p  91 
Vielfaches  von  9t,  9t  von  9t,  so  heissen  9t  und  9t  mod.  j)  äquivalent. 
Man  beweist  analog,  wie  in  24:  Sind  zicci  Systeme  9t  und  9t  mod.  p 
äquivalent,  so  sind  ihre  zusammengesetzten  ET  mod.  p  gleich  (so  stimmen 
9t  und  9t  im  Hange  und  den  ETn  in  Bezug  auf  die  Basis  p  ühercin). 

Ein  System,  dessen  Elemente  mod.  ^)  ganze  Zahlen  sind,  und 
dessen  Determinante  mod.  p  gleich  Eins  ist,  heisst  ein  Einheits- 
system in  Bezug  auf  p. 

Ist  9t  ein  derartiges  System,  so  gilt  das  Gleiche  von  dem  reci- 
proken  Systeme  9t~^  (S.  27).  Durch  Composition  mit  Einheitssystemen 
mod.  p  bleiben  die  zusammengesetzten  ET  eines  Systems  9t  mod.  un- 
geändert  (26). 

Wir  verstehen  unter  einer  ElcmcntaHransformation  a)  mod.  p  eines 
Systems  9t  die  Multiplikation  einer  Reihe  desselben  mit  einer  Zahl, 
die  mod.  p  gleich  Eins  ist;  multiplicirt  man  eine  Reihe  von  9t  mit 
einer  mod.  p  ganzen  Zahl  und  addirt  (suhtrahirt)  sie  von  einer 
parallelen  Reihe,  so  soll  diese  Operation  als  eine  Elementartrans- 
formation c)  von  9t  mod.  p  bezeichnet  werden.  Vertauschungen 
paralleler  Reihen  heissen  Elemeutartransformationen  b).  Vergl.  27. 
Durch  Elcmentartransformationcn  mod.  p  werden  die  zusammengesetzten 
ET  eines  Systems  9t  tnod.  p  nicht  geändert.  Denn  diese  Umformungen 
eines  Systems  9t  sind  gleichbedeutend  mit  der  Composition  von  9t 
mit  gewissen  Einheitssystemen  mod.  p.  (Siehe  oben.)  Durch  Elemeutar- 
transformationen b)  werden  die  zusammengesetzten  ET  von  9t  überhaupt 
nicht  geändert. 


108.    Nun  sei  ein  System 
9t  = 


l«nl    «n2  •   •  •    «nnl 

vom   Range   r   gegeben;   durch  Elementartransformationen  b)    bringen 
wir  an  Stelle  von  a^^  ein  Element,  welches  in  allen  übrigen  Elementen 
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mod.  ;)  ontlmlteii  ist,  wo  wieder  })  eine  beliebige  Primziihl  bedeutet; 
das  neue  System  bezeichnen  wir  wieder,  wie  das  ur^l)rÜIlgliche.  Nun 
niultipliciren  wir  die  erste  Spalte  in  M  mit  der  mod.  p  ganzen 
Zahl  '*  und  subtrahiren  sie  von  der  zweiten  Spalte.  Durch  tliese 
Elementartransforraation  c)  mod.  ;)  erhalten  wir  ein  zu  9t  mod.  p 
äquivalentes  System,  in  ivvhhcm  das  zicrifc  FAvnicvt  der  ersten  Zeile 
Null  ist.  Auf  analoge  Weise  machen  wir  alle  Khmeyite  der  beiden 
ersten  Reihen  ausser  «j,  zu  Null,  wenden  dann  dasselbe  Verfahren  auf 
das  System  an,  welches  aus  dem  umgeformten  9t  durch  Weglassen  der 
beiden  ersten  Reihen  entsteht,  und  gelangen  schliesslich  zu  einem 
Diaijonal Systeme  (28),  in  welchem  die  r  ersten  Elemente  (/j,  d^,  .  .  .  dr 
nicht  Null  sind,  die  übrigen  aber  verschwinden,  und  in  welchem  d^, 
durch  d^,  —  l  (p  =  1,  2,  .  .  .  r)  mod.  p  theilbar  ist.  Durch  Elementar- 
transformationen a)  endlich  machen   wir  das  letztere  System  zu 

p'-'      0      0     .     0    0     .     .     .    0\ 
fr    -  '     -^ 


tco  p*'''  durch  jA'~*  (p  ==  1,  2,  .  .  .  r)  thcilhar  ist.  Die  Exponenten  r,  sind 
negative  oder  positive  ganze  Zahlen  oder  auch  Null. 

Für  dieses  System  2)  findet  mau  nun  höchst  einfach  (28) 

E,(^)-i)'.,  i;(^)=i'%-  .E,i'^)-P''-,  i7.-fi(®)=^^.+2(®)=---=o. 

Nun  sind  aber  9t  und  !D  äquivalent  mod.  p;  also  sind  die  Diagonal- 
elemente in  ^  hcz.  dem  ersten,  zweiten,  .  .  .  n""  ET  von  9t  r/lcich  bez. 
mod.  p  cflcich;  diejenigen  l'otenzen  |)''c',  deren  Exponenten  nicht  Null 
sind,    stellen    die   einfachen  ET  von  91  in  Bezug  auf  die  Basis  p   vor. 

Nach  dem  eben  Gesagten  ist  mod.  p 

^,W=iA'     (()  =  1,  2,...r); 
nun  ist  aber  p\,   durch  ;/>- 1  theilbar;  also  ist  J^\,(9t)  durch  E^,^x(^\) 
mod.  p  theilbar;  p  war  aber  eine  beliebige  Primzahl.     Daher  ist  E,,{^\) 
durch    is\,_i(9t)    für    ()  =  1,  2,  .  .  .  r    theilbar.      Der  Fnndamrntals(dz  I 
gilt  mithin  auch  für  Sifsteme  9t  aus  rationalen  Zahlen. 

Ist  ein  System  9t  in  die  Theile  9ti  und  9ta  zerlegbar,  so  kann 
man  auf  Grund  der  soeben  entwickelten  Methode  9t,  9ii,  9t^  in  mod.  p 
äquivalente  Diagoiialsysteme  9t,  9ti,  9to  verwandeln,  derart,  dass  die 
Diagonalelemente  von  9ti,  9to,  9t  bez.  den  zusammengesetzten  ETn 
von  9t,,  9to,  9t  mod.  j)  gleich  sind  (32).      Bestimmt   man  nun  die   KT 
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von  ^Ji  in  Bezug  auf  p,  so  erkennt  man,  dass  die  ET  von  9tj  und  iiHo 
in  Bezug  auf  ;>  zusanimengeuomraen  gerade  die  ET  von  9?  in  Bezug 
auf  p  ausmachen  (.'}!,  32).  9t,  ^^  und  9?o  besitzen  aber  mod.  ;)  die- 
selben ET,  wie  9t,  9ti  und  9io,  JJ  ist  eine  beliebige  Primzahl,  daher 
sind  die  ET  von  9t  diejenigen  von  9t,  und  Stg  zusammengenommen. 
7>r  (Sa/.:  V  in  32  (/i/^  sonach  auch  für  Systeme  9t  f/er  hier  be- 
trachteten Art. 

1(19.  9t  bedeute  wieder  ein  System  aus  w*  ganzen  oder  gebrochenen 
rationalen  Zahlen,  ®  aber  ein  System  aus  n-  nur  ^««^m  Zahlen. 
Gemäss  der  symbolischen  Gleichung  (11) 

(1)  9l  =  9t@ 

entstehe  durch  Composition  der  Systeme  9t  und  ®  ein  System  9t. 
^  ist  Vielfaches  von  9t  (106),  es  ist  aber  auch  jeder  msammengesetztc 
E  T  von  9t  Vielfaches  des  entsprechenden  zusammengesetzten  E  Ts  von  9t.* 

Um  dieses  zu  beweisen**,  verstehen  wir  unter  p  wieder  eine 
beliebige  Primzahl  und  verwandeln  durch  Elementartransformationen 
in  Bezug  auf  p  unser  System  9t  in  ein  mod.  p  äquivalentes  Diagonal- 
system 2)  von  der   in  108  beschriebenen  Art.     Man    hat    dann    mod.  j> 

E,{^)  =  E,{^)=p\>    (9  =  1,2,.../-), 
wenn  9t  vom  Range  r  ist. 

2)  geht  aus  9t  durch  Composition  mit  Einheitssystemen  @,,  @2 
in  Bezug  auf  p  hervor;  es  sei  also  etwa 

(2)  2)  =  @i9t®2. 
Wegen  (1)  und  (2)  ist  dann 

oder,  wenn  noch  rr    ,  n,       c 

®r  ®  =  § 

gesetzt  wird, 

(3)  2)  =  ®^. 

Dabei  ist  §  ein  System  aus  mod.  p  ganzen  Zahlen,  da  die  Elemente 
von  ö  absolut,  die  von  (5~*  mod.  p  ganz  sind. 

Nun  ist  aber  nicht  nur  2)  zu  91,  sondern  wegen  2)  =  @j  9t  auch 
25  zu  91  mod  p  äquivalent.     Daher  ist  mod.ji  für  (>  =  1,  2,  .  .  .  w 

E,  (®)  =  e,  (9t),    E^  (^)  =  E,  (^). 
Kann  man  nun  zeigen,  dass  mod.  2^  ^^V(®)  VielfacJies  von  E^j^^)  ist,  so 
ist    also   auch  dargetJmn,  dass  mod.  p  E^(W)   Vielfaches  von  E„(^)  ist, 
und  damit,  da  p  eine  beliel)ige  Primzahl  war,  unser  Satz  bewiesen. 

*  Dass  D„(^)  Vielfacher  von  B  {^)  ist,  ist  fast  selbstverständlich  (24). 
**  Zum  folgenden  Beweise  vergl.  Frobenius,  SB  1894,  S.  42  —  4.3. 
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Um  nun  zu  zeigen,  dass  E^{X)  Vielfaches  von  E^(X)  ist  mo<i.  ;>, 
verfahren  wir  so:  wir  bezeichnen  die  Elemente  von  ^  mit  /«,*,  setzen 
also  etwa  h,,  ..  .Ä,,  \ 


dann  wird  wegen  (3) 


Ä.i  .  . .  Ä,,  / 


^  = 


;Aä,,    p'Kt-  .    P^Ku 


0 


\o 


0 


Der  Rang  r'  von  X  ist  <  r.  Bedeutet  q  eine  der  Zahlen  1,  2,  . .  .  r\ 
so  wollen  wir  unter  S^  eine  Subdeterminante  p**"  Grades  des  Systems 
5)  verstehen.  Enthält  5^  die  a**,  i**,  .  .  .  m**  2^ile  von  X,  und  ist 
a  <  6  <  •  •  <  »I,  so  ist  a  >  1,  6  >  2, .  . .  wj  >  p;  daher  wird  jji'a  durch 
jf>,  j/»  durch  ^j .  .  .  p'm  durch  j/f  theilbar  sein,  weil  c,  <  €W  <  -  •  •  <  c,. 
ist  (106).  In  der  Determinante  5^  sind  daher,  weil  die  hu  moA  j>  ganze 
Zahlen  sind,  alle  Elemente  der  ersten  Zeile  durch  jf',  der  zweiten  durch 
j7^,  .  .  .  der  p****  durch  j/o  theilbar  mod.  p.  Führt  man  diese  Divisionen 
aus,  so  erhält  man  eine  Determinante  R^  welche  die  der  Determinante  S^ 
entsprechende  nducirte  Determinante  genannt  werden  soll.  Die  Elemente 
von  i»f  sind  mo<L  p  ganze  Zahlen,  und  es  ist 


So=]^^ 


-r«i+ 


^'eiV 


Jetzt  denken  wir  uns  für  ein  bestimmtes  p  alle  zu  den  S^  gehörigen 
reducirten  Determinanten  R,  hingeschrieben  und  bezeichnen  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  aller  Determinanten  it^  mit  D^,.     Dann  hat  man 


für  p  =  l,  2,  . -r' 


+'« 


Daher  bt 


Z>.-i  = 


Entwickelt  man  aber  eine  der  Determinanten  R^  nach  den  Subdeter- 
minanten  der  Elemente  der  letzten  Zeile,  so  enthalt  jedes  Glied  des 
Aggregats  eine  reducirte  Determinante  R^—i  als  Faktor;  die  betrachtete 
Determinante  ist  also  durch  J\  —  \  mod.  p  theilbar,  da  ihre  Elemente 
mod.  p  ganze  Zahlen  sind-  Alle  Determinanten  R^  sind  durch  2)(,_i 
theilbar  mod.  p,  also  ist  es  auch  ihr  grösster  gemeinschaftlicher 
Theiler  7)^,  d.  h.  es  ist 
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^  _     •Pf(^)     ^  J_  _  5(2)) 


eine  niod.  p  ganze  Zahl.     Nun  ist  aber  mod.  j) 

ro     ~  5(3)) ' 
also  ist  y,^.    eine  mod.  p  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w.  — 

Wären  wir  statt  von  der  Gleichung  (1)  von  der  Gleichung 

ausgegangen,  so  waren  wir  zu  demselben  Resultate  gelangt. 

Sind  nun  ©,^,...2,  2Ji...  Systeme  aus  ganzen  Zahlen,  und 
besteht  eine  Gleichung 

so  folgt  aus  ihr  eine  Gleichung 

1  =  519^58, 
wenn  2l  =  @§...,  Ö  =  23J2...  gesetzt  wird.    21  und  93  sind  Systeme 
aus  ganzen  Zahlen.    Daher  ist  nach  dem  Vorhergehenden  J•'J^,{^'iQ)  Viel- 
faches  von   i;(9i),  7!,;.(5I9i93)  Vielfaches   von   E,,{^^),    und  folglich 
E^,(;^m^)  =  E^,(^)  Vielfaches  von  E^^CiR).     AlsJ  gilt  der  Satz  (100): 

7^-^  ein  System  9t  Vielfaches  eines  Systems  Üt,  so  ist  jeder  ^ti- 
sammcmjcsctzte  Elcmetifarthciler  von  'tft  Vielfaclics  des  entsprechenden  zu- 
sammengesetzten Elementarthcilers  von  9t. 

Der  Satz  bleibt  seiner  Herleitung  nach  übrigens  auch  giltig, 
wenn  man  für  „Vielfaches"  überall  „Vielfaches  mod.  j^"  schreibt. 

HO.  Vorstehende  Entwickelungen  über  Systeme  aus  ganzen  oder 
gebrochenen  Zahlen  bleiben  vollständig  bestehen,  wenn  man  unter  91 
ein  System  aus  ganzen  oder  gebrocJienen  Funktionen  einer  Variahelen, 
unter  p  eine  lineare  Funktion  versteht.  Auch  hier  können  die  zu- 
sammengesetzten ET  mit  Hilfe  des  Euklidischen  Theilverfahrens,  also 
rational  bestimmt  werden. 

Dieses  letztere  bleibt  zwar  nicht  mehr  richtig,  wenn  man  unter  91 
ein  System  aus  ganzen  oder  gehroclwnen  Funktionen  mehrerer  Variahelen 
oder    aus  ganzen  oder  gehroclienen   Grössen  eitles   Körpers   von  Zahlen 
oder  Funktionen,  unter  p  eine  irreducibele  Funktion  bez.  einen  wirklichen 
oder  idealen  Primtheiler  versteht,  im  Uebrigen  aber  bleibt  alles  ivörtlich 
bestehen.    Als  besonders  wichtig  wollen  wir  obigen  Satz  über  componirte 
Systeme  noch  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  aussprechen.    Er  lautet: 
XLI.  Ist  ein  System  9t  aus  ganzen  oder  gebrochenen  Grössen 
eines   Körpers   von   algebraischen   Zahlen   oder   Funk- 
tionen Vielfaches  eines  Systems  9t  gleicher  Art,  so  ist 
jeder  zusammengesetzte  Elementartheiler  von  9t  Viel- 
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fachcs  des  entsprechemlcn  /usammcngcsctztcn  Elcmcn- 

tarthcilers  von  9i* 
Dieses  Theorem  ist  nur  dtun  umhhrhnr,  wenn  die  Systeme  91 
und  ^K  aus  lauter  ganzen  Zahlen  oder  (janzcn  Fnnktioiun  <  inrr  Variabeleii 
bestehen  (20,  34).  In  allen  (Inderin  Fällen  ist  dasselbe,  wie  man 
nach  Anahigie  der  Ausfillirungen  in  29  höchst  einfach  nachweist,  nur 
mod.  })  umkehrbar,  wo  p  eine  irreducibele  Funktion  bez.  einen  wirk- 
lichen oder  idealen  Primtheiler  vorstellt.  Man  kann  also  in  diesen 
Phallen  nur  sagen:  Ist  der  q^"  ET  von  Üi  Vielfaches  des  p*''"  ET  von  ^, 
so  ist  7nod.  p  ^}t  ein  Vieliaches  von  91,  wo  p  einen  hcliehiffcn  Primtheiler 
vorstellt.  Es  besteht  also  hier  eine  Lücke,  deren  Ausfüllung  als  sehr 
wünschenswerth  erscheint. 

Das  Theorem  XLI  findet  wichtige  Anwendungen  in  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Funktionen.**  Ueberhaujit  aber  sind  die  in  diesem  Paragrajdien 
dargelegten  Methoden  diejenigen,  welche  sich  für  die  Weiterentwickelung 
der  Theorie  der  Elementartheiler  von  ausschlaggebender  Bedeutung  er- 
weisen dürften. . 

Anhang. 

Zu  Artikel  72. 

Es  sei  S  eine  symmetrische,  T  eine  altcrnirendc  bilineare  Form 
von  je  2n  Variabeleu,     X^S -\- X,,T       0, 

und  es  bestehe  die  lineare  Relation 

«1  ^1  +  «8  ^'2  + 1-  ''''•  U„=0 

zwischen  den  U ,  in  welcher  die  a.  vom  Grade  g  in  A,  X.^  seien. 
Dieselbe  geht,  wenn  wir  in  ihr 

Aj  =    Aj,        Aq  =  Ao )  I  ^^  i'i 

setzen,  in  eine  Relation 

zwischen  den  V  über;  die  a  sind  ebenfalls  vom  Grade  (/  in  Aj  X^. 
Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  eine  singulare  Schaar  X^S -\- X^T 
die  Minimal grad zahlen  w.  und  w,  (S.  108)  übereinstimmen. 

Es  bedeute  S„  eine  Subdeterminante  ()""'  Grades  von  X^S  -\-  XoT  . 
Durch  die  Substitution  >l,  -=  A, ,  A,  =  —  A,  geht  S^  in  eine  andere  Sub- 
determinante (>'^"  Grades  von    Aj  .S'  +  A,  T    über.    Tritt  daher  der  lineare 

•  Vergl.  Hensel,  Crelle's  Journ.  (94)  Rd.lU,  S.  10'.)  ff.  und  (96)  Bd.  lir,, 
S.  259  —  260.  Obiges  Theorem  schliesst  das  Thooroni  II  dos  .Xrtikols  8  als  Rpccialfall 
in  sich.  Die  Sätze  1)  und  2)  in  5  kann  man  auch  für  Systeme  der  in  obigem  Tlieoremo 
beschriebenen  Art  beweisen.    Vergl.  Hensel,  Crelle's  Journ.  (94)  lid.  11»,  S.  25ff. 

••  Vergl.  den  Schiusa  der  Kinlcitung  dieses  Buches. 
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Theiler  a  1^+  b  i^{a  =  =  0,  b  ==  0)  iu  allen  S^,  zur  Potenz  l  auf,  so  sind 
auch  alle  5^  durch  (ali  —  bl^)^  theilbar.  Hieraus  folgt,  dass  jedem 
ET  (rtA, +  6/I5)«  ein  ET  (aX^-bX,)'  des  Systems  von  X^S  +  X^T\ 
entspricht.  Mithin  lautet  unser  Theorem  XVII,  S.  140  vollständig  so: 
XVII.  Ist  S  eine  symmetrische,  T  eine  alternireudc  bilineare 
Form  von  je  2m  Variabelen,  so  stimmen 

(bei  X,S  +  l.r  -:0) 
die  Minimalgradzahlen  w,  und  ;«,•  der  Schaar  X^S-\-X,^T 
überein;  es  entspricht  ferner  jedem  Elementartheiler 
(aX^  +  ^^2)*)  wenn  a  ==  0,  b  ==  0  ist,  ein  Elementartheiler 
(aAi  —  &yU)*  des  Systems  von  '  X^ S -\-  X^  T [•,  die  Elementar- 
theiler desselben  von  der  Gestalt  X\''-  und  A^^+^  aber 
sind  stets  paarweise  vorhanden. 
Ist  nun  Ä  eine  beliebige  bilineare  Form  von  2n  Variabelen,  so  setzt 
man 

sodass 


Ä+Ä'=S,   Ä-Ä'=T,   Xi=X[-\-X'„,   X^=X[-X',_, 


X^Ä  +  X^^Ä'=  X[S+  X'^T 
wird,  und  folgert  das  Theorem  XIX,  S.  145  unmittelbar  aus  XVII  oben. 
Indem   man  ferner  von   dem  Schema  S.  140  ausgeht,  bildet  man 
Formen  5"=  T°4-  J'°     J."  =  T"—  T'° 

Ä=T+r,     Ä=T-T' 

a  a    '         a'  a  a  a' 

u.  s.  w.;  hier  ist  immer  die  erste  eine  syynmetrische,  die  zweite  eine 
alternirciule  Form.  Die  Schaar  X^S^  +  X^  A^.  besitzt  nur  eine  Kronecker- 
sche  Invariante  »i?  =  m?  =  2m, -f  1,  ihr  Koefficientensystem  keinen  ET. 
Dies  folgt  aus  dem  S.  146  unter  1.  Gesagten,  da  für 

Aj  ^  Aj  -f  /g,     ^2  =  Aj  —  Ag, 
X,S^-\-X,Ä^=^X[T?+X',Tl' 
wird.       Analog    erkennt    man,     dass     die    Determinante     der    Schaar 
X^So+  X^Äa  die  ET 

[A,(l  +  c)  +  X,{i  -  c)]".,     [A,(l  +  c)  -  ^2(1  -  c)yo 
besitzt,  wo  1  -f  c  =|=  0,  1  —  c  =[=  0  ist.     U.  s.  w. 

Daraus  geht  hervor,  dass  man  Schaaren  X^  S  -f  X^  T,  mit  synimctri- 
scJiem  S  und  alteniiroidem  T  bilden  kann,  welche  von  einer  gegebeneu 
Anzahl  von  Variabelenpaaren  abhängen  und  —  im  Sinne  des  Theorems 
XVII  oben  —  vorgeschriebene  Kronecker'sche  iind  Weierstrass'sche 
Invarianten  besitzen  (vergl.  S.  147).  Man  erkennt  dann  weiter,  dass 
obige  Schaaren  X^  Sf  -\-  X^  Äi,  X^  Sa  +  A«  Aa  u.  s.  w.  bei  eomjruentcr  Trans- 
formation der  Variabelen  irreducibel  sind.  (Vergl.  S.  147  —  148.)  Damit 
ist  denn  schliesslich  die  Bednldion  einer  Schaar  Aj  «S'  +  A,  T  bei  con- 
gruentcr  Transformation  der  Variabelen  wegen  des  Satzes  18)  S.  135 
vollständig  erledigt.    (Vergl.  S.  148.) 
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Elementarthciler    2  ff.,     13,    36,     55  f., 

61  u.  s.  w. 
Elementartransformation  48,  58,  226. 
Encyklopildie   der  math.  Wissensch.  20, 

36. 
Enthaltensein  unter  einer  Form  43,  52, 

58. 
Erster,   zweiter,  .  .  .  u.  s.  w.  Elementar- 

theiler  6,  7,  12  f.,  36,  44  u.s.w.,  225. 
Exponent  eines  Elementartheilers  5. 

Fischer  XVI. 

Formen,  ordinäre  20,  118  u.  s.  w. ;  — 
singulare  20,  118  u.  s.  w.;  —  mit  co- 
gredienten Variab.  29,  142  ff.;  —  mit 
contragredienten  Variab.   29,    152  tf. 

—  ,  die  zugleich  orthogonal  und  al- 
temirend  sind  179. 

—  ,  die  zugleich  orthogonal  und  sym- 
metrisch sind  178. 

Formenpaare  s.  Paare  von  Formen. 
Formenschaar  s.  Schaar  von  Formen. 
Frobenius  XI,  XII  u.s.w.,  5,  6  f.,  9,  20, 

33,  35,  48,  52,  54,  56,   58  f.,   61,   67, 

135,  140,  160,    175,    178  f,    180,  183, 

192,  228. 
Fuchs  198. 
Fundamental  räume  (-gebilde)  einer  Col- 

lineation  204. 

Ganze  Funktion   bilinearer  Formeo  24; 

—  nteo  Grades  einer  Form  32. 
Grad  eines  Elementartheilers  5. 


Grösstcr  gemeinschaftlicher  Theilcr 
rationaler  Zahlen  224 ;  —  ganzer  oder 
gebrochener  Grössen  eines  Körpers 
230  f. 

Grundfonucn  einer  Schaar  1,  4. 

GundelfingcrX,  60,  123,  125,  179  f.,  192, 
223  f. 

Hamburger  60. 

Hauptuuterdeterminantc  14,  16,  141. 

Ilefftcr  IX,  198,  212. 

Hensel  XI,  XV,  XVI,  7,  16,  52,  58,  224, 
231. 

Hörn  IX,  198. 

Jakobi  VII,  72. 

Integration  eines  Systems  linearer 
Differentialgleichungen  mit  kon- 
stanten Koefficienten  195  ff. 

Inverse  Substitution  28. 

Jordan  60. 

Irreducibel  s.  elementar. 

Kanonische  Form  s.  Normalform. 

Kantor,  S.  XIII. 

Killing  125,  134,  223  f. 

Klasse  von  Formen  45,  67,  88;  s.  auch 
Klassifikation. 

Klassifikation  der  Formen  mit  co- 
gredienten Variab.  148;  —  —  mit 
contragredienten  Variab.  154. 

—  der  Collineationen  im  Räume  be- 
liebig hoher  Dimension  198  ff. ; 

in    der    Geraden   214;  —  —  in   der 

Ebene  215  ff.; im  gewöhnlichen 

Räume  217  ff. 

—  der  linearen  Substitutionen  157. 

—  der  orthogonalen  Substitutionen  173. 

—  der   cykli sehen   Substitutionen  178. 

—  der  Transformationen  quadratischer 
Formen  in  sich  selbst  172. 

—  der     Schaaren     (Paare)     bilinearer 

Foi-men  87,  113; quadratischer 

Formen  124,  133. 

—  der  Schaaren  mit  einer  definiten 
Grundform  184,  187. 

Klein,  F.  IX,  223. 

Kronecker  VII,  XI  u.  s.  w.,  5,  9,  48,  60, 
93,  131  f.,  140,  179. 

—  'sehe  Invarianten  einer  Schaar  110, 
131;  —  einer  Form  mit  cogredienten 
Variab.  147. 
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Landsberg  XVI. 
Lindemann  134. 

Lineare  Kleraentarthcilcr  3  f.,  12,  36, 
•J'2  f.,   124,  187  ff. 

—  Substitution  (Transformation)  23. 

—  Transformationen  bilinearer  Formen 
in  sich  selbst,  unbeschränkte  160;  — 
congruente  163  tt'.;  —  —  symmetri- 
scher und  alternirender  Formen  166  ti". ; 

-  quadratischer  Formen  172. 
Loria  224. 

Maurer  X. 

Mehrfacher  Elementartheiler  6. 

Minimalgradzahlen      einer      singuliiren 

Schaar    108,    118;    einer    Form    mit 

cogredienten  Variab.  147. 
Meyer,  F.  VIII,  XIII. 
Muth  116,  217. 

Netto  158. 

Noether  VIII. 

Normalform  VII;  —  eines  Fonrenpaares 
(einer  Formenschaar)  89,  114,  124, 
133,  183,  187,  Anhang;  —  einer  Form 

mit    cogredienten  Variab.  148; 

mit  contragredienten  Variab.  154;  — 
einer  beliebigen  orthogonalen  Sub- 
stitution 173;  — einer  reellen  ortho- 
gonalen Substitution  176;  —  einer 
linearen  Substitution  157  f.;  —  einer 
Collineation  210. 

Normalformen  der  Collineation  in  der  Ge- 
raden 214  If.;  —  in  der  Ebene  216  flF.; 
—  im  gewöhnlichen  Räume  217  flf. 

Ordinäre  Formen,  Formenschaaren, 
Formenpaare  s.  Formen,  Schaaren 
(Paare)  von  Formen;  —  Collineation 
8.  Collineation. 

Orthogonale  Fonn  (Substitution)  30, 
172  f.,  178  f.;    -reelle  173  tV. 

Paare  von  Formen  s.  Schaaren  von 
Formen. 

Pasch  199. 

Persjiektive  des  Bildhauers  221;  —  des 
Malers  221. 

I'fart"  XIV. 

Potenzen  einer  Form  31 ;  —  einer  Sub- 
stitution 32. 

Predella  60,  159. 


Produkte  von  Formen  20;  —  von  Sub- 
stitutionen 23;—  von  Systemen  26. 

Quadratische  Formen  4,   118  ff.,  129  fi"., 

161,  179  ff.,  195. 
Quadratwur/,eln  aus  Formen  39,  127. 
Quotienten  zweier  Formen  31. 

Rang  XIV,  5. 

Hationalo  Funktion  einer  Form  32. 

Reciproke  Form  27. 

Reducirte  Form  mit  ganzzahligen 
Koefficienten  (— s  System  aus  ganzen 
Zahlen)  46,  61;  —  s  System  aus 
ganzen  Funktionen  einer  Variab.  68. 

—  Form  mit  cogredienten  Variab.  144. 
148;  mit  contragredienten  Variab. 
153  ff. 

—  Formenschaar  (—8  Formenpaar)  67, 
85,  87,  106,  124,  132,  Anhang. 

Reduktion  einer  Form  (eines  Systems), 
deren  Koefficienten  (dessen  Elemente) 
ganze  Zahlen  sind  48  ff. ;  —  deren 
Koefficienten  (dessen  Elemente)  ganze 
Funktionen  einer  Variab.  sind  58;  — 
einer  ordinären  Schaar  von  bilinearen 

Formen  69  ff. ; von  quadratischen 

Formen    121  ff". ;  —  einer   singulären 
Schaar  von  bilinearen  Formen  93  ff. ; 

quadratischen    Formen    128  ff. 

Siehe  auch  Reducirte  Form. 

—  eines  Systems  aus  ganzen  oder  ge- 
brochenen Grössen  eines  Körjiers  in 
Bezug  auf  einen  Primtheiler  226  f. 

Reguläre  Subdeterminante  6. 
Reliefperspektive  221. 
Riemann  XVI. 
Rosenow  88,  148. 

Schaar  von  Formen  1,  4,  65  u.  s.w.;  — 
ordinäre  66,  118,  121  u.  s.  w.;  — 
singulare  66,  93,  118,  128ff.  u.s.w.; 
—  mit  conjugirten  GrundfomuMi 
142  ff. ,  146;  —  mit  alternirenden 
Grundformen  135,  142;  —  mit  sym- 
metrischen Grundformen  118  ff.,  125, 
128  ff. ;  —  mit  einer  symmetrischen 
und  einer  alternirenden  (Jnindform 
140 ff.,  Anhang;  mit  einer  definiten 
Grundform   180  ff.,   184  ff. 

—  von  Collineationen  213. 
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Schiefsymmctrischcs  System  (— e  Dcter- 

minant^')  19,  25. 
Schlafli  174. 
Schle.siiiger  198. 

Segre  169,  178,  200f.,  205,  208,211,  224. 
Siacci  XIII. 

Singulare  Gebilde  einer  CoUineation  200. 
Singuliire    Form    s.    Form;  —  P'ormen- 

schaar  (— s  Formenpaar)  s.  Schaar; 

—  CoUineation  s.  CoUineation. 
Smith  XI,  XIV  f.,  7,  13,  16,  *8,  52. 
Stickelberger  X,  XIII,  7,  60,  185,  140, 

174  fi'.,  187,  189  f. 
Sticltjes  XIII. 

Substitution,  lineare  s.  linear. 
Superdeterminant«  10. 
Sylvester  VIII,  9,  18. 
Symbolisches  Rechnen  mit  Fonnen20ff.; 

—  mit  Systemen  26. 
Symmetrische  Formen  (bez.  Systeme)  14, 

25,  118  ft'.,  151  u  s.w. 

Systeme  aus  ganzen  Zahlen  5,  43tl'.  ;  — 

aus  ganzen  Funktionen  5; einer 

Variabelen  58  ff.;  —  aus  ganzen 
Grössen  eines  Köri>ers  19,  224  ff.;  — 
aus  ganzen  oder  gebrochenen  Grössen 
eines  Körpers  224  ff. ;  —  aus  binären 
Fonnen  gleichen  Grades  63  ff. 

—  mit  vorgeschriebenen  Elementar- 
theilern  85 ff.,  .112,  123,  133,  142, 
Anbang. 


Transformation,  lineare   s.  lineare  Sub- 
stitution. 
Transponirtes  System  26. 
Typen  von  Fonnen  88. 

Uuimodulare  Substitution  46. 

Veronese  204. 

Vertauschbare  Fonnen  24 ;  —  Systeme  26. 

Vielfaches    eines    Systems    43,    52,    58, 

226 ;  —  in  Bezug  auf  einen  Primtheiler 

226  ff. 
Voss,  A,  XII,  XIII,  224. 

Weber,  E.  v.,  142. 

Weierstrass  VII  ff.,  1,  5,  7,  60,  68  ff., 
86,   93,    122  f,    179  f.,    184,   195,  198. 

—  'sehe  Invarianten,  soviel  als  Ele- 
mentartheiler  der  Determinante  einer 
ordinären  Schaar  s.  daselbst. 

—  'sches  Theorem  60  f,  68. 
Weüer  223. 

Weyr  35. 

Zerlegbare    Form    (— s    System)    41  ff., 

55  ff,  59,  65,   112,  227  f. 
Zusammengesetzter  Elcmentarthciler  13, 

65,  225. 
Zusammensetzung  von  Formen  20;  —  von 

Substitutionen   23;  —  von   Systemen 

16,  21. 
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